Gintautas Bareikis

Aukstoji matematika.

Algebros ir analizinés geometrijos pagrindai

Paskaitu ciklas (242) skirtas ekonomikos bei verslo vadybos specialybiu studentams.
Klausantys si paskaitu cikla bus supazindinti su tiesinés algebros bei analizinés geometrijos
pagrindais, kurie biitini sékmingoms tolimesnéms studijoms.
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TVADAS

1.1 Logikos bei aibiy teorijos savokos

Aibe vadinsime, bet koki objektu rinkini. Objektai sudarantys minétaji rinkini vad-
inami aibés elementais. Ateityje aibes zymésime didziosiomis lotyniskosios abécélés rai-
démis, o jos elementus mazosiomis. Taisykle, kuria vienos aibés elementui priskiriamas
vienas kitos (arba tos pacios) aibés elementas, vadinsime funkcija.

Matematikos tyrimo objektas - teiginiai, t.y. sakiniai, kurie yra teisingi arba klaidingi.
Priminsime, kad pradiniai, apriori (i$ anksto) teisingi teiginiai, vadinami aksiomomis arba
elementariaisiais teiginiais. Teiginiu aibéje apibrézkime operacijas, kuriu atzvilgiu §i aibé
butu uzdara. Kitaip tariant, atlikdami veiksmus su teiginiais gausime teigini, kuri vadin-
sime sudétiniu teiginiu arba logine forma.

Teiginiuy veiksmai

1. Neigimo operacija. Tarkime duotas teiginys p. Tuomet sakini ne p (Zymésime
D), vadinsime duotojo teiginio p neiginiu. Jo teisingumo reik§mé prieSinga teiginio p
teisingumo retk§mei. Pavyzdziui paneige teigini 'yra nattralusis skai¢ius mazesnis uz 0’
gausime, 'néra nattraliojo skaic¢iaus mazesnio uz 0’.

2. Teiginiy disjunkcija. Sakini ' p arba q ° vadinsime teiginiy p, q disjunkcija, (Zymé-
sime pV q). Sis sakinys laikomas klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai p,q yra klaidings.
Taigi, likusiais atvejais teiginys bus teisingas. Teiginys ’yra zalios spalvos automobiliy’
arba ’ néra zalios spalvos automobily’ yra teisingas. Sis veiksmas kartais vadinamas logine
sudétimi.

3. Teiginiy konjunkcija. Saking ’p ir q¢ ’~vadinsime $iy teiginiu konjunkcija (Zymésime
pPAq ). Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p,q teisingi. Vadinasi
teiginys 'duotojo trikampio kampu suma ne didesné uz 180 laipsniu’ ir '"duotojo trikampio
kampu suma didesné uz 180 laipsniu’- neteisingas. Si loginé operacija kartais dar vadinama
logine daugyba.

4. Teiginiy implikacija. Saking ’jei p tai q ~ vadinsime $iy teiginiy implikacija (Zymé-
simep = q ). Sis sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p teisingas, o q klaidingas.
Vadinasi teiginys, jei ’lygiakrascio trikampio krastinés nelygios,” tai 'lygiakrascio trikampio
kampai nelygiis’ yra teisingas, nes abu teiginiai klaidingi. Teiginys 'p’ yra vadinamas
prielaida, o 'q’ iSvada.

5. Teiginiu ekvivalencija. Saking 'p tada ir tik tada kai q ~ vadinsime Siy teiginiy ekvi-
valencija. Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abiejy teiginiy teisingumo reiksmés
sutampa. Sia operacija zymeésime p < ¢q. Kartais Sis teiginys dar vadinamas logine
lygybe. Pateiksime pavyzdi. Sakykime, kad teiginys ¢ nusakytas sakiniu ’trikampis yra
statusis’, o teiginys p nusakomas sakiniu ’'trikampio izambinés kvadratas lygus statiniu
kvadraty sumai’. Tuomet teiginys 'p < g— ’ skaitytojui gerai zinoma Pitagoro teorema.

Naudojant Sias logines operacijas, galime sukonstruoti sudétinius teiginius. Aukséiau
apibréztos operacijos vadinamos paprasciausiomis loginémis formomis. Reiskinius, sudary-
tus baigtini skaic¢iu kartu atlikus logines operacijas tarp teiginiu, nurodydami ju atlikimo
tvarka skliaustu pagalba, gausime sudétinius teiginius, kuriuos vadinsime loginémis for-
momis. Teiginys

(=g AVr))
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- loginé forma priklausanti nuo teiginiu p, g, r. ’'Jei studentai geria daug alaus ir nesimoko,
tai jie prastai mokosi arba nebaigia universiteto’- tai neformalizuota loginé forma. Pa-
brauktus teiginius pazyméje p, q,r, s atitinkamai galime formalizuoti §i teigini tokiu budu:
(D Ag) = (rVs).

Dvi logines formas a(py,...p,) ir B(p1,...pn), kuriu teisingumo reikSmeés sutampa,
esant bet kokiam teiginiu pq, ..., p, teisingumo reikSmiu rinkiniui, vadinsime logiskai ek-
vivalen¢iomis ir zymeésime

a(pla"‘apn) = /8(1917"'71971)‘

Logine forma, kurios teisingumo reik§meé visuomet lygi 1 vadinsime tautologija. Paprastai
tautologija zymima raide I. Jeigu loginés formos reikSmé visuomet lygi nuliui, tai §i forma
vadinama loginiu nuliu. Ja Zymime raide O.

Tautologija yra vadinama logikos désniu. Pateiksime keleta logikos désniu.

1. Dvigubo neigimo désnis: (p =p) = I.
2. Negalimo treciojo désnis: (p vV p) = I.
3. Priestaravimo désnis: (p Ap=0) = 1.
4. Kontrapozicijos désnis: ((p = ¢q) = (¢ =D)).
5. Silogizmo désnis: (p=q)A(¢g=71)) = (p=r)) =1.
6. de Morgano désniai:
PVq@=pPNq, pANq=pVq
Be to

7. P=q=pANq.
8. P& qI=p<q.

9. Teisingos iSvados désnis: jei zinoma, kad teiginys p = ¢ ir salyga p yra teisingi
teiginiai, tai tuomet iSvada irgi teisinga.

10. Klaidingos isvados désnis: jeigu teiginys p = ¢ yra teisingas, o jos iSvada q yra
klaidingas teiginys, tai salyga p yra klaidingas teiginys.

Nuovokesnis skaitytojas tikimés akreipé démesi i tai, kad kalba moksliné netgi ir
buitiné, bus neprieStaringa, jei bus laikomasi Siu désniu. Juk ne karta esame susidiire
su pasnekovu, kuris kalba nesilaikydamas logikos taisykliu. Tokia kalba taip pat turi
privalumu - neimanoma nustatyti tiesos.

Tolimesnéje veikloje mums teks susidurti su dvejopo pobudzio teiginiais. Vienus
teiginius mes laikysime apriori teisingais, juos vadinsime aksiomomis, o teiginius, kuriu
teisinguma nustatysime samprotaudami, naudodami logikos désnius bei aksiomas, vadin-
sime teoremomis. Aksiomos, tai pirminiai teiginiai, kuriu pagrindu kuriama matematiné
teorija. Dar karta pabréziame, kad dél aksiomu teisingumo yra susitariama, skirtingose
teorijose ta pati aksioma gali turéti skirtingas teisingumo reikSmes. Teorema vadinsime
teigini p = ¢. Pradine teorema paprastai vadiname tiesiogine. Tuomet teorema q = p
vadinsime atvirkstine pradinei. Teorema p = g— priesSinga pradinei teoremai, o teorema
q = P priesinga atvirkstinei teoremai. Pasirodo, kad kai kurios is Siu teoremu yra ekvi-
valencios. Pavyzdziui teisinga tokia



1 Teorema Tiesioginé ir prieSinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalencios, t.y.

(p=q) =(@=Dp).

Atkreipsime skaitytojo démesi, kad tai yra kontrapozicijos désnis!

1 Teorema Atvirkstiné ir priesingoji teoremos yra ekvivalencios.

Siu teoremu jrodyma paliekame skaitytojui. Irodymui naudokite teisingumo lenteles.

Tarkime, kad teiginys p skamba taip: ’trikampis yra status’, o teiginys q : ’trikampio
izambinés kvadratas lygus statiniu kvadratu sumai’. Tada teiginys (p < q) - skaitytojui
gerai zinoma, Pitagoro teorema.

Teigini p < ¢ vadinsime teorema su butinomis ir pakankamomis salygomis.

1.2 Sakiniai su kintamaisiais (predikatai)

Apibrézimas Sakinj, kuriame yra neapibréztos savokos (kintamieji) ir kuris tampa
teiginiu Sias savokas (kintamuosius) apibrézus, vadinsime predikatu. Jei sakinyje yra
n nezinomuju, tai Sis predikatas vadinamas n— vieciu. n— vieti predikata Zymeésime
P(xy,29,...,2y).

Tarkime, kad predikatas vienvietis. Pastebeésime, kad kitu atveju, visos savokos butu
analogiskos, tik Zyméjimai taptu sudétingesni. Pavyzdziui, sakinys P(z) : x < 2 yra
predikatas, o sakinys P(3); 3 < 2 jau yra teiginys, beje neteisingas. Sakinys P(z) :
"naturalusis skaic¢ius x dalo skaiciu 7”7 yra predikatas, kadangi x nezinomas. Taciau sakinys
"egzistuoja x nattraliuju skaic¢iu aibéje, kuris dalo skaic¢iu 7”7 jau yra teiginys, beje teisin-
gas. Arba sakinys ”visi natiiralieji skai¢iai x, dalo skai¢iu 7’7 yra teiginys. Sis teiginys
yra neteisingas. Sakinius ”egzistuoja x, tenkinantis savybe P” ir ”visi x tenkina savybe
P” vadinsime sakiniais su egzistavimo ir visuotinumo kvantoriais. Siuos sakinius trumpai
rasysime, atitinkamai, (3z, P(x)), (Vz, P(x)). Simboliai 3 ir V vadinami egzistavimo ir vi-
suotinumo kvantoriais, atitinkamai. Naudodami kvantorius, predikatus paverc¢iame teigini-
ais, kadangi Siuo atveju kintamieji dydziai yra susiejami su tam tikru pozymiu ir nezinomas
dydis konkretizuojamas.

Pavyzdys Duotas teiginys "kiekvienas studentas esantis Sioje grupéje studijuoja al-
gebros kursa.” Uzrasykime §i teigini naudodami kvantorius.

Tegu predikatas P(x) : ”Sios grupés x (nezinomas) studentas studijuoja algebros
kursa”

Tada pateikta teigini galime uzrasyti tokiu budu: Vz, P(x).

Antra vertus teiginys: JxP(x) yra suprantamas tokiu budu: ”grupéje yra studentas,
kuris studijuoja algebros kursa.”

Teiginj "aibéje A = [—2,5] C R yra skai¢ius, kurio modulis didesnis uz 4” formalizu-
osime tokiu budu: Ja € A|a| > 4. Pastebésime, kad Sis teiginys yra teisingas.

Pavyzdys Tegu predikatas P(x) : "z + 1 > z.” Kokios §io predikato teisingumo
reikdmeés. Akivaizdu, kad Sis predikatas Vx, P(x) yra teisingas, jei x realus skaicius.

Pavyzdys Tegu predikatas P(x) : "z > 4.” Kokios §io predikato teisingumo reikSmeés.
Akivaizdu, kad §is predikatas YV P(z) néra teisingas, jei x realus skaicius. Taciau egzistuoja
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realiuju skai¢iu intervalus kuomet Sis predikatas teisingas. Butent: Vz € (4,00)P(x) jis
yra teisingas.

Kintamuju reikSmiu aibe, su kuriomis predikatas tampa teiginiu, vadinsime predikato
apibrézimo sritimi, o kartais sakoma predikato universumu. Predikato apibrézimo srities
elementai, su kuriais predikatas tampa teisingu teiginiu, vadinami predikato teisingumo
aibe.

Paskutiniame auksciau pateiktame pavyzdyje matome, kad predikato apibrézimo sri-

timi gali buiti bet kokie realts skaiciai, o Sio predikato teisingumo aibe sudaro intervalas
(4,00).

1.2 Aibiu algebros savokos

Kaip jau esame ming¢je, aibe vadiname bet koki objektu rinkini, o objektus sudarancius
aibe vadiname jos elementais. Sakini, a yra aibés A elementas trumpinsime tokiu budu:
a € A. Jeigu elemento b néra aibéje B tai pastaraji sakini trumpai rasysime b ¢ B. Sim-
boliniu uzrasu Vo € A ... Zzymésime sakini, kad visi aibés A elementai turi savybe nurodyta
daugtaskio vietoje, o simbolinis uzrasas dr € A... reiskia sakini, kad yra aibéje A bent
vienas elementas turintis savybe, nurodyta daugtaskio vietoje. Tarkime, kad daugtaskio
vietoje  nurodyta kokia nors salyga (sakinys su kintamuoju) P(z). Pazymékime S;
teigini 'Vz € A, P(z) ’. Tada S reigkia toki teigini 3z € A, P(x) ir atvirksciai, jeigu Ss
yra teiginys 3z € A, P(x), tai S reigkia teigini Vo € A, P(x).

Naudodamiesi auks¢iau pateiktais zyméjimais aibe galime uzrasyti tokiu budu: A =
{z;2z € A}. Aibe turincia viena elementa zymime A = {a}. Aibe {z,2 # x} vadinsime
tuscia. Ja zymeésime simboliu (). Sakysime, kad aibé A yra aibés B poaibis (zymésime
A C B), jeigu Vx € A = x € B. Sakysime, kad aibés A, B yra lygios (A = B ), jeigu
A C Bir B C A. Aibiu A ir B sankirta (zymésime A N B) vadinsime aibe {z,2 € ANz €
B}. Aibe D = {z,x € AV x € B} vadinsime aibiu sajunga, kuria zymeésime A U B.
Sakysime, kad aibés nesikerta, jeigu ju sankirta sutampa su tuscia aibe. Aibiu A ir B
skirtumu, kuria zZymeésime A\ B, vadinsime aibe A\ B = {x,z € AAz ¢ B}. Tarkime, kad
visos nagrinéjamos aibés yra kokios nors aibés poaibiai. Sia aibe vadinsime universalia, ir
zymésime I. Aibés A papildiniu, kuria zymésime A, vadinsime aibe A = {z € I,z ¢ A}.
Tarkime, kad A, B kokios tai aibés. Tada Sios aibés poaibiu visuma A vadinsime klase.

Kai kurios svarbesnés aibiu veiksmu savybeés:

1. B\ (B\A)=AnNB.

2. A=A.

3. AnB=BnNnAir AUB=BUA.

4. AUBUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)NC.
5. AN(BUC)=(ANB)U(ANCO).

6. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQO).

7. ANB=AUB

8. AUB=ANB

Beje, paskutiniosios dvi formulés vadinamos de Morgano formulémis, analogiskai kaip
ir logikos algebroje. Pastarasias lygybes sitlome skaitytojui irodyti paciam.
Pastebésime, kad daznai literaturoje aibés A papildinys Zymimas simboliu A°.
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Pries pradédami kita skyriu neatsispyréme pagundai priminti, o gal kai ka ir supazin-
dinti, su matematinés indukcijos metodu, kuri gana daznai tenka naudoti irodant ivairius
teiginius. Bet, norint giliau suprasti matematinés indukcijos metodo esme, teks susipazinti
su naturaliuju skaiciu aibés apibrézimu.

Natturaliuju skaic¢iu aibés savoka viena svarbiausiu matematikoje. Nors naturalaus
skaiciaus savoka labai sena, bet Sio skaiciaus ’buveinés’ savoka buvo suformuluota tik 19
am. pabaigoje G. Peano bei R. Dedekindo pastangu déka.

Taisykle, siejancia du bet kokius tos pat aibés elementus, vadinsime binariniu sarysiu.
Pavyzdziui, sveikuju skaiciu aibéje galime nurodyti skaitytojui gerai Zinoma binarini sarysi
'maziau’ arba dalumo sarysi toje pat aibéje. Zinoma, binariniai sarysiai sieja nebitinai
visus nagrinéjamos aibés elementus. Sitilome skaitytojui paciam pateikti daugiau binarinio
sarysSio pavyzdziu kitose aibése.

Dabar jau esame pasiruose aksiomatiskai apibrézti naturaliuju skaiciu aibe. Tarkime,
kad kokioje nors aibéje apibréztas sarysis ”eina tiesiog po 7, kuri simboliskai zymeésime
L7,

Aibe N vadinsime naturaliyju skaic¢iy aibe, jeigu joje apibréztas binarinis sqrysis “eina
tiesiog po” siejantis kai kuriuos Sios aibés elementus, turintis savybes:

al. Yra sioje aibéje elementas, paZymeékime 31 '1°, neinantis po jokio elemento;

a2. Po kiekvieno elemento eina vienas ir tik vienas elementas;

a3. Kiekvienas elementas eina ne daugiau kaip po vieno elemento;

a4. Bet kuris aibés N poaibis M, turintis savybes:

1)1e M,
2) jei elementas m € M, tai ir elementas m' einantis tiesiog po jo m <m'  priklauso
aibei M, sutampa su aibe N .

Sios aibés elementus vadinsime natiiraliaisiais skai¢iais. Naudojant Sias aksiomas gal-
ime "surédyti” eilés tvarka visus natiiraliuosius skaic¢ius. Einanti tiesiog po 1 pazymeésime
2, einantj tiesiog po 2 pazymesime 3 ir t. t.

Aibé vadinama begaline, jeigu ji turi poaibi, skirtinga nuo jos pacios, kuriame yra
tiek pat elementu kaip ir pradinéje aibéje. PrieSingu atveju aibé yra baigtiné. Paro-
dykime, kad nattraliuju skaic¢iu aibé begaliné. Tarkime, kad poaibi S C N sudaro
visi lyginiai naturalieji skaiciai. Aisku, kad S # N. Apibrézkime taisykle tokiu biudu:
kiekvienam naturaliajam skaic¢iui n priskirkime poaibio S elementa 2n. Aisku, kad visiems
naturaliesiems skai¢iams ”pakaks” aibés S elementy. Nesunku sukonstruoti ir atvirkscia
priskyrima, t.y. kiekvienam lyginiam skaic¢iui priskirkime natturaluji. Taigi, remdamiesi
aibiu lygybeés apibrézimu gauname, kad aibéje ir jos poaibyje tiek pat elementu. Vadinasi
aibé N'yra begaliné. Pastebésime, kad ne visos begalinés aibés yra vienodos, t.y. yra pa-
lyginamos pavyzdziui su naturaliuju skaiciu aibe. Jei skaitytojas tuo susidométuy, sitlome
kreiptis i déstytoja, kuris suteiks platesne informacija apie tai.

Tolimesnei misy veiklai labai svarbi a4. aksioma, kuri dar vadinama matematinés
indukcijos aksioma. Kuo pastaroji indukcija skiriasi nuo ”kitokios” indukcijos. Apskritai
kalbant, indukcija yra metodas, kurio déka remiantis atskirais rezultatais daromi apiben-
drinti tvirtinimai. Bet ”sveikas protas ” mums kuzda, kad kazin ar atlikus tik baigtini
kokio nors proceso stebejima galime neabejodami tvirtinti, kad ir neribotai tesdami Sio pro-
ceso stebéjima gausime ta pati rezultata? Dar daugiau, mokslo istorijoje daug pavyzdziu,
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kurie patvirtina, kad ne visada galime apibendrinti rezultatus remdamiesi tik baigtiniais
stebéjimais. Pvz. P. Ferma patikrines, jog skaicius 22" +1 yra pirminis, kai n = 0, 1,2, 3, 4,
padare prielaida, kad Sis skaic¢ius kai n = 5 taip pat pirminis. Bet jo prielaida nepa-
sitvirtino. Zinoma, pilnosios indukcijos metodu yra gaunamos patikimos zinios, taciau
ji imanoma tik tuo atveju, kai nagrinéjama aibé baigtiné. Tad kyla klausimas, o kuo gi
geresnis matematinés indukcijos metodas? Tarkime, kad mums reikia patikrinti, jog tam
tikras reiskinys teisingas begaliniam skaiciavimo, vertinimo ir t.t. zingsniu skaiciui. Jeigu
parodysime, kad §is zingsniu skaicius sutampa su naturaliuju skaiciu aibe, tai musu teiginys
bus irodytas. Tad kaip mes elgiamés. Visu pirma sutapatinkime misu nagrinéjamo pro-
ceso zingsniu skaic¢iu aibe su aibe M, kuri figiravo aksiomoje a4. Tuomet mums tereikia
patikrinti, ar po pirmojo zingsnio miisu nagriné¢jamas reiskinys tenkina keliamus reikalav-
imus. Tarkime kad pradinis reikalavimas ispildytas. Tuomet padare prielaida, kad na-
grinéjamas reiskinys tenkina reikalavimus kokiame nors zingsnyje k (poaibiui M priklauso
elementas k ) mes isitikiname, kad tuos pat reikalavimus reiskinys tenkina ir sekanc¢iame
zingsnyje (po k tiesiog einantis elementas irgi priklauso aibei M), tada naudodamiesi a4
aksioma gauname, kad zingsniu skaicius, kuriems nagrinéjamas reiskinys tenkina reikalav-
imus, sutampa su nattraliyju skaiciu aibe. Kitaip tariant, visiems zingsniams teiginys
teisingas.
Tuo ir baigiame ivadinés dalies pastabas.

Uzdaviniai

1. Kokios teiginiu pV ¢, pAq,p = r,((p = q) A1)V q teisingumo reiksmés, jeigu
p;2x2=06,q;2x4=81r;3—1=2.
2. Kurie is pateiktu sakiniu yra teiginiai. Nurodykite teiginiu teisingumo reikSmes:
a) ”siandien lyja lietus”
b) ”atsakyk i pateikta klausima”
c)"3<5-1"
d)"a+b=3"

3. Nustatykite, kurie i§ pateikty teiginiy teisingi, o kurie klaidingi:
a) Jeil<2 tai3>5;

b) Jei 3 <2, tai 3 > 5;

c) Jei "kiaulés moka skraidyti,” tai 3 > 5.

4. Kanibalai pasigavo tyrinétoja ir nusprende ji suvalgyti. Taciau pries atlickant §i
rituala jie nusprendé suteikti Sansa iSsigelbéti. Kanibalu genties moterys visuomet sako
tiesa, o vyrai visuomet meluoja. Tyrinétojas to nezino. Jam bus suteikta laisvé, jei pateikes
viena klausima jis nustatys, kurie meluoja, o kurie sako tiesa. Koks tai klausimas.

5. Paneikite duota teigini: ”jei Siandien lis lietus ir nebus paskaitu, tai eisime i paroda
ir zitirésime paveikslus arba dirbsime skaitykloje.”
6. Patikrinkite, ar pateiktos loginés formos yra désniai (tautologios):
) (p= @A) e (p=adrp=1)))
2) (p=9=r)=@=(@=>r)
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7. Paneikite duotuosius teiginius: ”Visi aibés elementai neigiami”, ”yra saziningu
teisininky”, (” Trikampio krastinés lygios” arba ”trikampio kampai lygus”), Jei 7a < b” tai
a2 < b® arbaa>birb=c.

8. Sudarykite loginés formos teisingumo lentele:

(p=r)=(gAT)V(g&T)
9. Duota teorema: Tegu a, b, ¢ realus skaiciai.Jei a < b tai a+c < b+ c . UzraSykite
Siai teoremai atvirksStine, prieSinga, prieSinga atvirkstinei.
10. Irodykite, kad tiesioginé bei prieSinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalentiis teig-
iniai.
11. Sudarykite nurodytu loginiu formu teisingumo lenteles:
1)pAqVr

Paneikite visas sias logines formas.

12. Sudarykite loginiu formu teisingumo lenteles. Nustatykite, ar pateiktos loginés
formos Ly ir Lo yra logiskai ekvivalencios:

Li:=(pAr)=s, Ly:=(PVTF)=5.

Li:=(p=q) =r Ly:=p=(¢g=r).

13. Tarkime, kad

p : "Kelyje vaziuojate 150 km/h greic¢iu;”
q : 7 policija skirs bauda”;

r : "padarysite avarija’.

UzraSykite lietuviskais sakiniais, suderinus linksnius ir prasme, pateiktas logines for-
mas:

a) p=gq, b) (pAg)=r, a) (pPAT) Q).

14. Remdamiesi teisingumo lentelémis, kad pateiktos loginés formos yra tautologijos:
a) PA(p=q) =7

b) (@A (p=q) =D

15. Formalizuokite, po to paneikite bei deformalizuokite pateiktus sakinius:

a) Jei Siandien atliksime darbus ir laiku sugriSime namo, tai arba ziurésime futbolo
rungtynes arba ruosimes rytdienos kontroliniam darbui;
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b) Pas draugus eisite tik tada, kai atliksite namu darbus, namu ruosos darbus arba
nueisite pas senele ir padésite jei nukeliauti i parduotuve;

c¢) Rytoj bus salta ir lis lietus ir jei vyks futbolo rungtyneés, tai teks pasiimti skéti ir
siltai apsirengti.

16. Tegu f(x), g(z) yra tolydzios funkcijos. Tada:

"Jei Jx € (a,b); f(x) + g(x) = 0, tai 3z € [a,b]; f(x) = O0irg(x) = 0 arba f(x) =
_g(x)’”
Suformuluokite Siai teoremai priesinga, atvirkstine, priesinga atvirkstinei teoremas,

paneikite §ia teorema (tarkime priesingai);

14. Uzrasykite duotai teoremai priesinga, atvirkstine, atvirkstine prieSingai teoremas
bei nurodykite Siu teoremu teisingumo reikSmes, jei:

a) Jei vektoriu rinkinys yra tiesiskai priklausomas, tai bet koki $io rinkinio vektoriu
galima uzraSyti netrivialiu Sio vektoriu rinkinio tiesiniu dariniu;

b) Jei funkcija tolydi atvirame intervale, tai Siame intervale ji turi iSvestine;

c) Jei aibé begaliné, tai ji ekvivalenti kokiam nors savo poaibiui;

d) Jei funkcija tolydi uzdarame intervale, tai Siame intervale ji igyja didziausia ir
maziausia reikSmes.

17. Tarkime, kad universali aibé I = [—30, 30]— yra realiuju skaic¢iu intervalas. Saky-
kime, kad A = {-5,2,6,15}, B = (—5,15)— realiuju skai¢iu intervalas, C' = {2,3,6} V
(7,11].

a) Raskite §iu aibiu papildinius.

b) Raskite aibes: (AN B)¢, (C°UB)\ A, ANC.

18. Nurodykite pateiktu aibiu elementus:
a) {r e R,z? = 1.};

b) {z e N,z < 12.};

c) {z € Z,2% < 100.}

d) {z € 2,22 < V2.}

19. Nurodykite aibe, kuriai priklauso elementas 2 :

a) {reR,z>1}

b) {z € Z,2% < 5};

c) {2,{2}};

d) {{2}, {{2}}}-

20. Nurodykite kiek elementu turi pateiktos aibés:

a) ()

b) {0}

c) {0, {0}, {0, {0}}}.

Nurodykite maziausia aibe, kurios poaibiai yra Sios trys aibes.

21. Tegu A ={a,b,c,d,e} ir B={a,b,c,d,e, f,g,h}.

b) Nurodykite pateiktu aibiu elementus: (AN B)¢, (C°UB)\ A, ANC, AUB, AN
B, A\ B,=; B\ A.

22. Apibrézkite aibe, kurios elementai sveikiesi skaiciai, kurie dalosi is m su liekana r.
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23. Tarkime, kad universali aibé I = [—30, 30]— yra realiuju skai¢iu intervalas. Sakyki-
me, kad A ={-2,6,10}, B = (—5,15)— realiuju skaiciu intervalas, C = {2,3,6} Vv (7, 11].

a) Raskite $iu aibiu papildinius.

b) Nurodykite pateiktu aibiu elementus: (AN B)¢, (C°UB)\ A, ANC.

24. Tarkime, kad aibe A sudaro visi keturkampiai, turintys du stac¢ius kampus, aibe
B- visi staciakampiai, aibe C- visos trapecijos, aibe D- visi lygiagretainiai, aibe E'— visi
daugiakampiai, aibe F'— visi trikampiai. Atlikite visu imanomu poru sajungos, sankirtos
bei skirtumo operacijas. Raskite visu Siu aibiu papildinius, jei laikysime, kad universali
aibe- tai visi daugiakampiai, kuriu kampu skaicius ne didesnis uz keturis.

25. Raskite aibés {a, b, 1,2} visus poaibius. Tarkime, kad aibéje yra n elementu. Kiek
skirtingu poaibiu galima sudaryti iS minétos aibés elementu?

26. Atlikite aibiu
A={z;2* +92 - 10< 0}, B ={x;|z| — | -2+ 2| > 0}, C = {z;2° — 3|z| + 2 > 0}

veiksmus: AN B, A°\ (BNC(C), (B°NA°)\C.

27. Raskite aibes Ax B, Ax C, (B x C)\ (A x C). Pavaizduokite Siu aibiu veiksmus
plokstumoje, jei aibés A, B, C apibréztos 9. uzduotyje.

28. Uzrasykite nelygybiu

2 -9<0, |r|-2>0, 22 —=3z| +2>0

sprendiniu aibiu sankirta ir sajunga. Koks treciosios nelygybés sprendiniu aibés papildinys?
29. Ar teisingi teiginiai: Jei A\ B = tai A C B. Jei A\ B = A, tai B = (.
30. Naudodami indukcijos metoda irodykite, kad

n(n+1).

1+2+3+...+n= 5

31. Naudodami indukcijos metoda irodykite, kad
(1+x)n >14+nz,n>1,z>—1.

32. Naudodami indukcijos metoda irodykite Niutono Binomo formule

n
(z+ a)n = Z CFakan=F,
k=0

Pasinaudokite lygybe C3 + C5~t = C3 |, ¢ia
n!
Cr = k=12
" Kl — k) "



II. TIESINIU LYGCIU SISTEMOS

2.1 Tiesiniy lygciu sistemos. Elementarieji pertvarkiai

Keletas svarbiu zymeéjimu:

3 n
a1+a2+a3:§ ag, a1+a2+a3+...+anzg ag,
k=1 k=1

¢ia n naturalusis skaic¢ius. Apibendrinkime Siuos zZyméjimus

an,kaim =n,

m an + apt1 + ...+ am, kai m > n,
ap =
0,kai m < n.

k=n

Ateityje raidémis N, Z, Q, R Zymésime natiraliuju, sveikuju, racionaliuju, bei realiuju
skai¢iu aibes.

Apibrézimas Tiesine lygtimi (toliau trumpinsime t.l.) su n nezinomuju vadinsime
lygybe:

Zajzz:j = b, (21)
j=1

¢ia aj,b € R, aj, (j =1,...,n) vadinami lygties koeficientais, b— lygties laisvuoju nariu,
zj(j =1,...,n)— lygties nezinomaisiais.
Apibrézimas Racionaliuju skai¢iu rinkini (l1,...1,) vadinsime t. 1. sprendiniu, jeigu

i ajlj =b.
j=1

Kitaip tariant, minétasis rinkinys vadinamas t.l. sprendiniu, jeigu (2.1) lygtyje nezi-
nomuju vietoje irase sio rinkinio atitinkamus narius gauname tapatybe (abiejose lygybeés
pusese ta pacia skaitine reiksme).

Sakysime, kad du t.l. sprendiniai (I1,12,...,l,) ir (¢1,%2,...t,) yra lygus, jeigu l; =
tj (j = 1,...,n). Nesunku matyti, kad (2.1) lygtis sprendiniu neturi tada ir tik tada, kai
a; :0, b#O(]zl,,n)

Apibrézimas Tiesine lygti, kurios laisvasis narys lygus nuliui, vadinsime homoge-
nine.
Pastebésime, kad homogeniné lygtis visuomet turi sprendini.

Apibrézimas Tiesiniu lygciu aibe:

aj1x1 + a2 + ...+ a1p Ty = by,
2121 + 222 + . .. + agpx, = ba, (2 2)

Amn1T1 + Qa2 + ... F Gpp Ty = by,
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vadinsime m tiesiniu lyg¢iu, su n nezinomaisiais, sistema (trumpai t.l.s.). Simbolius a;; €
R vadinsime t.l.s-mos koeficientais, b; € R— t.l.s-mos laisvaisiais nariais, x;;— t.l.s-mos
nezinomaisiais, (i =1,...,m), (j =1,...,n).

(2.2) lygciu sistema galime uzrasyti tokiu budu:

n
Zaijxj = bi, (Z = 1,...,m).
j=1

Sakysime, kad t.l.s. yra homogenineé, jeigu b; =0, (i =1,...,m).

Apibrézimas Skai¢iu rinkini (ly,...,1,) vadinsime t.l.s-mos (2.2) sprendiniu, jeigu
teisingos tapatybes:

D ayly=bii=1,...,m).
j=1

Apibrézimas Jeigu t.l.s- os sprendiniu aibé netuscia, tai Sia sistema vadinsime sud-
erinta. Kitu atveju, t.y. jei t.l.s. sprendiniu neturi, tai ja vadinsime nesuderinta.

Apibrézimas Suderinta t.l.s-ma vadinsime apibrézta, jei sprendiniu aibéje yra vien-
intelis elementas. Kitu atveju suderinta t.l.s. bus vadinama neapibrézta.

Atkreipsime démesi, kad homogeniné t.l.s. visuomet suderinta.

Sakykime, kad duotos dvi tiesinés lygtys, su tuo paciu nezinomuju skaic¢iumi:

n

n
E a;Tj = bl7 E Cix; = bg.
J=1

J=1

Sakysime, kad dvi tiesinés lygtys yra lygios, jeigu a;/c; = by /ba, i=1...n.
Tiesinés lygties, tarkime pirmosios, ir realaus skaic¢iaus k£ sandauga vadinsime tiesine
lygti

Z k:ajacj = kbl
j=1

Dvieju tiesiniu lygéiu suma vadinsime lygti

(aj —I— Cj)l‘j = b1 —|— bg.
1

n

J

Daznai sprendziant uzdavinius, jei imanoma, bandoma juos pertvarkyti taip, kad
uzduoties sprendimas buitu paprastesnis ir tuo paciu pradines ir pertvarkytos uzduoties
atsakymai butu tie patys.

Apibrézimas Sakysime, kad dvi t.l.s-mos yra ekvivalencios, jeigu ju sprendiniu aibés
sutampa.

Tiesiniu lygciu elementariaisiais pertvarkiais vadinsime tokius lygc¢iu veiksmus:

1) sistemos lygciu keitima vietomis;

2) bet kurios sistemos lygties dauginima is skai¢iaus nelygaus nuliui;
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3) bet kokiu dvieju sistemos lygéiu sudéti.

1 Teorema Tiesiniu lygciu sistema elementariaisiais pertvarkiais kei¢iame i sistema,
kuri ekvivalenti pradinei.

©

Panagrinékime pirmaja operacija. Nesunku suprasti, kad sukeitus lygtis vietomis (2.2)
sistemoje gausime sistema, kurioje bus tos pacios lygtys, tik skirsis lygciu iSsidéstymo
tvarka. Jeigu (ly,...,l,) yra pradinés lygéiu sistemos sprendinys, tai akivaizdu, kad $is
skaiciu rinkinys tinka ir naujosios sistemos visoms lygtims. Taigi gavome, kad lygciu keiti-
mas vietomis sprendiniu aibés nekeicia. Kitaip tariant pradiné ir pakeistoji lygc¢iu sistemos
yra ekvivalencios.

Panagrinékime antraja, t.y. daugybos is skaic¢iaus nelygaus nuliui, operacija. Padaug-
inkime (2.2) sistemos bet kokia lygti, tarkim k—aja, i$ skai¢iaus c¢. Gausime t.l.s.

n

a;x; =b;, (1=1,...,m),1 #k;
s = bl ) 2.2
cap1r1 + capoo + ...+ cappty, = cby.

Irase (2.2) lygties sprendini (I1,...,0,) 1 (2.2)’ gauname
{bi =b,(i=1,...,m),i#k;

cbi, = cby,.

Taigi tas pat rinkinys tinka ir pakeistajai t.l.s. Teisingas ir atvirkscias teiginys. T.y. jeigu
(t1,...,tn) yra t.ls. (2.2)" sprendinys, tai tada turime sarysius:

Yoait;=b, (i =1,...,m),i # k;

j=1
capit] + capata + ... + capnt, = cbi.

Jau zinome, kad daugindami t.l. i§ skaiciaus, lygties sprendiniu aibés nepakei¢iame, todél

padaugine paskutiniosios sistemos paskutiniaja lygti i 1/c ir vietoje nezinomuju irase

Sios sistemos sprendini gauname tapatybiu sistema

n
Zaijtj = bi, (Z = 1,...,m).
j=1

Taigi ir atvirkscias teiginys teisingas. Vadinasi, pradinés lygéiu sistemos ir sistemos,
kuri buvo gauta iS pradinés sistemos, jos lygti padauginus iS nelygaus nuliui skaiciaus,
sprendiniu aibés sutampa.

Parodysime, kad ir trecioji operacija tiesiniu lygc¢iu sistema transformuoja i jai ekvi-
valencia t.l.s-ma.

Prie (2.2) t.l.s-mos [— osios lygties pridékime k— aja. Tuomet naujoji t.ls. atrodys
taip:

M=

QijTj :bl,(lz 1,...,m),i7él;
j=1 (22)//
(alj + akj):r:j =b; + b.

-

1

J
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Pastebésime, kad jeigu (¢1,...,t,) yra (2.2) sistemos sprendinys, tai $is rinkinys yra
pirmuju n — 1, (2.2)” sistemos, lygé¢iu sprendinys. Tada

n

n n
D g+ arj)t; =D ayity + > akjty = by + by

=1 j=1 =1

Taigi, minétasis skai¢iu rinkinys yra (2.2)” sistemos sprendinys.

Irodykime atvirkstini teigini. Sakykime, kad (t1,...,¢,) yra (2.2)” sistemos spren-
dinys. Kadangi pirmosios n — 1, sistemu (2.2) ir (2.2)”, lygtys yra vienodos, tai telieka
patikrinti, kad §is skai¢iu rinkinys tinka (2.2) sistemos [—ajai lygciai. Turime

(alj + akj)tj = bl =+ bk

n
=1

J

Pasinaudokime jau jrodytais faktais. Zinome, kad padaugine sistemos lygti i§ skai¢iaus
bei pridéje prie kitos sistemos lygties gausime nauja sistema, ekvivalencia pradinei. Taigi,
padauginkime k—taja lygti i —1 ir pridékime prie paskutiniosios lygybés. Gauname

n
Z apjt; = ;.
=1

Taigi, atvirkscias teiginys taipogi teisingas. Vadinasi ir Siuo atveju teorema teisinga.

2]
Parodéme, kad elementarieji pertvarkiai lygciu sistema pakeicia jai ekvivalencia sis-
tema.

2.2 Gauso algoritmas. Tiesiniu lygéiuy sistemu suderinamumas
Tiesine lygciu sistema

(1121 + a12T2 + ... + a1z, = by,
22T + A23T3 + ... + aopTy = bo,

AprTy + .o+ Qrp Ty = bT‘7

O0xy, = br+17
O0xy, = b?"—|—27
\ 0z, = bm7
kai a; #0, i =1...,r, vadinsime daugiakampe t.l.sistema.

Tiesine lygciu sistema

1171 + a12T2 + ... + a1, T, = by,
A22T2 + A23%3 + ... + A2p Ty = bo,



a;; 70 (i = 1,...n) vadinsime trikampe.

Apibrézimas Daugiakampe tiesine lygciu sistema vadinsime trapecine jei Sios siste-
mos forma yra tokia:
a11x1 + a12T + ... + a1pT, = by,
a0 + 233 + ... + agn Ty = bo,

¢ia a;; # 0 (i = 1,...r). Pastebésime, kad trikampé tls. yra trapecinés sistemos atskiras
atvejis. Biitent, jei r = n, tai trapeciné tl. sistema sutampa su trikampe, biitent:

a11Tq + a12x2 + ...+ A1y = bl,
29X + a93T3 + ...+ a9, T, = ba,

Teisinga tokia teorema.

2 Teorema Bet kuri trapeciné t.l.s. yra suderinta. Jeigu r = n (trikampé t.l.s.), tai
sistema apibrézta, jeigu r < n, tai sistema neapibrézta. Daugiakampeé t.l.s. yra suderinta,
jeigu lygties koeficientai turi savybe: b; =0, visiemsi=1r+1,...,m.

o
1. Tarkime i$ pradziu, kad » = n. Trumpai Sia sistema galime uzrasyti taip:

n
E Qg5 5 Zbi,lz 1,...,7’L.
j=i

Kadangi a,, # 0, tai gauname
bn
Priespaskutinioje lygtyje isreiske kintamaji z,,_1 gauname tokia lygybe:

1
Tp—1 = —(bn—l - an—lnln) =lp_1.
On—1n—1

Elgdamiesi visiskai analogiskai gauname, kad bet kokiam ¢ = 1,...n teisingos lygybeés:
xXr; = a—(bz —aii+1li+1 - ... —amln) = li, 1= 1,...,n— 1, Tn — ln
X
Paskutinioji lygybiu sistema yra trapecinés lygc¢iu sistemos sprendinys. Ar jis vienintelis?
Tarkime priesingai. T.y. egzistuoja kitas sprendinys (¢4, ...,t,) toks, kad

n
E aijtj Ebi,izl,...,n.
j=i

17



Pakartoje ankstesnius samprotavimus gauname, kad

Bet tuomet t,, = [,,. IS pries paskutinés lygties gauname, kad t,,_1 = [,,_1 ir t.t. Analogiskai

samprotaudami gauname, kad t; = [;, 1 = n — 3,...,1. Matome, kad is tiesu t; = [;, 1 =
1,...,n. Vadinasi sprendinys yra vienintelis.
2. Panagrinékime atveji, kai r < n. (2.3) sistemos visose lygtyse narius su kintamaisiais
Ty41,-.-,2n perkelkime | desine puse. Tuomet pazymeje
b; = b@ — Qir+1Lr+1 = " T Qindn, 1= ]_,...,T',

naudodamiesi (2.3) sistema gausime tokia t.l. sistema

T

/ .
E ajjr; =bi, i =1,...,m
j=i

Gavome trikampe t.l. sistema. Pakartoje 1. dalies samprotavimus gauname, kad z; =
1.,z = 1. Be to aisku, kad I} = l/(z,41,...,2,), ¢ = 1,...,n. Suteike kintamiesiems
x; € R,i=r+1,...,n konkrecias reiksmes, gausime skaitines dydziu I}, ..., [, reikSmes.

Vadinasi sistemos (r < n ) sprendinys turi toki pavidala:

By Uty tn), i €ERyi=r+1,...,n. (2.4)
Parinke skai¢ius t;, 7 = r + 1,...,n, (juos vadinsime laisvaisiais kintamaisiais) gauname
kitus sprendinius. Taigi, Siuo atveju t. 1. sistema turi begalo daug sprendiniu. (2.4)
sprendinys paprastai vadinamas t.l. sistemos bendruoju sprendiniu. Tuo atveju, kai
bendrajame sprendinyje parenkame konkrecias laisvuju kintamuju reikSmes, §i sprendini
vadiname atskiruoju t.l. sistemos sprendiniu. Sprendinys, gaunamas laisvuju nezinomuju
vietoje irasius nulines reikSmes bus vadinamas baziniu sprendiniu.

S

Rasime t.l.s. sprendinius, kai sistema yra specialios formos.
Pavyzdys
Isspreskime trikampe t.l.s sistema

31‘2 — T3 = 3,

{2x1+x2+x3=1,
21‘3:6.

Pastebékime, kad i§ paskutiniosios lygties iSplaukia, kad x3 = 3. Irase Sia x3 reikSme
i antraja lygti gauname, kad 3z, — 3 = 3 arba xo = 2. Turimas x9 ir x3 reikSmes irase i
pirmaja lygti gauname, kad 2x; + 2+ 3 = 1 arba 1 = —2. Gavome, kad duotoji trikampé
sistema turi vieninteli sprendini (—2, 2, 3). Patikrinkite ar $is rinkinys yra sprendinys!
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Raskime trapecinés tiesinés lygciu sistemos sprendinius.
Pavyzdys

201 + 2o+ a3 —bra+ a5 =2, (Ly)
3xg — 6x3 — 624 + 3x5 = 3, (L)
x3 + 3x4 + 3v5 = 3. (L3)

Pastebésime, kad spresdami trapecines t.l.s-mas mes elgsimés analogiskai kaip ir spres-
dami trikampes sistemas, tik pries tai trapecinéje sistemoje, pradédami nuo paskutinés
lygties, palikame viena nezinomaji kairéje puséje, likusius nezinomuosius keliame i deSine
puse ir visas sistemos lygtis pertvarkome taip, kad iS apacios i virSu kaireje puséje butu po
viena nezinomaji daugiau, o desinéje puséje butu skaiciai ir paprastai tie patys nezinomieji
visose lygtyse, kurie bus vadinami laisvaisiais nezinomaisias.

Taigi, nezinomaji z3 iSreiSkiame per x4 ir x5, x4, 5 yra laisvieji nezinomieji. Pert-
varkydami lygtis iS apacios i virSu, visose lygtyse laisvaisiais nezinomaisiais laikydami tuos
pacius kintamuosius gauname sistema

21‘1 +$2+(L’3=2+5CE4—£L‘5, (Ll)
3xg — b6x3 = 3 + 624 — 325, (Lg)
x3 =3 — 3x4 + 3z5. (L3)

Tiesa, kai kuriose lygtyse kai kurie laisvieji nezinomieji gali buiti su nuliniais koeficien-
tais. Pastebésime, kad lygtyje Lo, nezinomaji zo galime isreiksti tokiu budu:

3xo =3+ 6.T3 + 624 — 3.’175.

Padaugine abi Sios lygybeés puses is 1/3 gauname, kad zo = 1 + 23 + 224 — 5.

Irase i paskutine lygti auksciau gauta s reikSme gauname: zo = 1+ 2(3 — 34 —
3x5) + 224 — x5 =7 — dwy — Txs.

Is pirmosios lygties, isreiske z; likusias nezinomaisias ir irase gautasias nezinomuju
T3, To reikSmes turime lygti

201 =2 — 7+ 4xy + Tx5 — 3 + 3x4 — 325 + Sy — 5. Sutrauke panasius narius, o po
to padaugine abi lygybés puses i§ 1/2 gausime lygti 1 = —4 + 6x4 + (3/2)xs.

Taigi, Sios sistemos bendrasis sprendinys yra toks:

3
(—4 + 6x4 + 51’5, 7 —4xy — 75,3 — 314 — 3.T57I4,$5), T4,r5 € R.

Matome, kad Siuo atveju trapeciné t.l.s. turi begalo daug sprendiniu, kurie priklauso nuo
Z4,T5 € R parinkimo. Pavyzdziui, parinke x4 = 1,25 = 0 gauname atskiraji sprendini
(2,3,0,1,0).

Nagrinéjamu atveju, baziniai nezinomieji yra x1, x2, zs, o laisvieji nezinomieji- x4, x5.
Parinke 4 = 5 = 0 gauname bazini sprendini

(—4,7,3,0,0).

Panagrinékime daugiakampe tls. Akivaizdu, kad daugiakampé t.l.s. yra nesuderinta,
jei sistemoje egzistuoja lygtis, tarkime i — oji, kurios laisvasis narys b; # 0. Pavyzdziui
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lygtis Ox3 = 5 sprendiniu neturi. O jei lygtyse Oz; = b;, visi b; = 0,i = r+1,...,m tai
daugiakampé sistema tampa trapecine, kadangi siuo atveju visas Sias lygtis galima praleisti,
nes jas tenkina bet kokie realiuju skaic¢iu rinkiniai. Kitaip tariant, sprendiniu aibés Sios
lygtys neriboja.

Isspreskime daugiakampe t.l.s.

201 + 2o+ a3 — by =2, (Ly)
624 = 3, (L)
3(134 =3. (L3)

Padaugine trecia lygti iS -2 ir pridéje Sia lygti prie antrosios gauname sistema:

21131 + X2 + T3 — 51134 = 2, (Ll)
O':5.4 = _37 (LZ)
31‘4 = 3. (Lg)

Matome, kad Sios sistemos antrosios lygties netenkina joks skaic¢iu rinkinys taigi, i sistema
sprendiniu neturi.

Parodysime, kad bet kokia tiesiniu lygc¢iu sistema, naudodami elementariuosius pert-
varkius, galime transformuoti i trapecine. Kitaip tariant bet kokiai t.l. sistemai galime
nurodyti ekvivalencia trapecine t.l. sistema.

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad nehomogeniné t.l.s. yra nesuderinta, jeigu
kurios nors lygties, tarkime i— osios, visi koeficientai lygus nuliui, o laisvasis narys b; # 0.
Todél, jeigu sistemoje yra tokia lygtis, tai Si sistema nesuderinta. Jeigu sistemoje yra lygtis
(tarkime i—oji ), kurios visi koeficientai a;; =0, (i =1,...,m),(j=1,...,n) ir b; =0 tai
tokia lygti galime praleisti, nes Sios lygties sprendiniais gali buti bet kokie realiuju skaiciu
rinkiniai.

Gauso metodas. Nagrinésime (2.2) t.l. sistema. Nemazindami bendrumo galime
laikyti, kad a11 # 0. Aisku, kad jeigu a1 = 0, tai sukeite pirmaja lygti su sistemos kokia
tai lygtimi, kurios pirmasis koeficientas, sakykime a;; # 0, kokiam nors ¢ = 2... m ir
perzyméje koeficientus gausime, kad pirmosios lygties pirmasis koeficientas nelygus nuliui.
Visi a;; = 0, (i = 1,...,m) negali buti, nes tuomet nagrinéjamoji t.l.s. turétu maziau
kintamuju negu (2.2) sistema.

Taigi, laikome, kad a1; # 0. Tuomet padaugine pirmaja (2.2) t.l.s-mos lygti i§ skai¢iu
—(as1/a11), i = 2,...,m ir sudéje su antraja, treciaja ir t.t. m—aja sistemos lygtimis,
gausime pradinei t.l.s- mai ekvivalencia lygc¢iu sistema

( (1)
a11x1 + a1222 + ...+ A1nTn — b1 ;
aglz)xg +...+ aé;)xn = bgl),
aélz):cg +...+ a:(gz)xn = bgl), (2.5)
L ag;xg + ...+ a%%mn = bﬁ}),
Cia W i1 i1
aij = aij — a—llalj, b} = bj — a—llbl,
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1=2,..m,j=2,...n

Pastebésime, kad (2.5) sistemos m — 1 lygtys neturi z; nezinomojo. Eliminavimo
procesa tesiame toliau. Analogiskai kaip ir pirmajame zingsnyje nemazindami bendrumo
galime laikyti kad koeﬁcientas asze # 0. Tuomet, padaugine (2.5) sistemos antraja lygti is

daugiklio —a / ay, ir gauta rezultata pridéje prie lygéiu ¢ = 3,4, ..., m gauname sistema

( (1)
a1171 + a2 + ...+ 1Ty =0y 7,
a%)xg +. Sl)xn = b(l)
a%)w +. :(333 Ty = b(z)
\ ag%IQ +. 52211‘71 — b£r2l)7
Cia
al? (1) a( : o b(2) ph) _ a,g) b(l) L :
a;; = a;; — 1) as s ) ) 1=3,...m,j=3,...n.
)
Samprotaudami visiskai analogiskai, po m — 1, jeigum = n zingnio gausime tokia t.l.s-
ma:
r (1)
1171 + a12T2 + ... + a1 Ty = by 7,
aélz)acg +. gﬂb)xn = b(l)
(2) a'? (2)
a3 T + . Ty = b3
333 ................... (2:6)
i, g
atiy V= by Y,
o jeigu m < n, tai tada gauname sistema
a1171 + Q122 + ... + Q1 Ty = b(l)
aélz)x +...+ agt)xn bgl),
a:(33)$2 +...+ agi)xn = b:(f), (2.7)
a&Tm Uz +...+ a(m 1)xn = b%n_l)
ir visais atvejais
G (1-1)
oD — -0 G -1 b(l) pl=1) _ % ,0-1)
Q5 = Qi (l 1) A i (1-1) "1 ’
a
i=14+1,...m,5 =1014+1,...,n. Pastebésime, kad indeksas virsuje vir§ koeficientu parodo

kelis kartus buvo ”paveiktas” koeficientas.
Pastebesime, kad tuo atveju, kai m > n, t.y. sistemoje lygc¢iu daugiau negu nezino-
muju, atlike n zingniu gauname sistema:
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Ann "Tn = On y
n—1 (28)
0= b7(1+1 )7
\ . O— bg?,l) ............ ,

Be to, atliekant t.l.s-mos elementariuosius pertvarkius gali atsitikti taip, kad kokiame
tai r < m zingsnyje gauname tokia sistema:

y _
a1121 + a12T2 + ... + a1, = by,

re e e =B (29)
0= §~+1)7
\ O_b%_l) ....................... ,

Apibendrinkime gautus rezultatus. Jeigu pertvarkydami (2.2) t.l.s- ma gavome (2.6)
arba (2.7) sistema, tai pradiné t.l. sistema turi sprendini, t.y. ji suderinta. Jeigu gavome

(2.8) arba (2.9) sistemas, tai pradiné sistema suderinta tik tuo aveju, kai b;cn_l) =0ir
bg-T_l) =0,7=r+1,....m, k=n+1,...,m.

Pateiksime kelis, Sio metodo taikymo, pavyzdzius.

1. Pavyzdys

2331 + X9 + T3 = 2, (Ll)
1+ 3x9 — 23 =3, (L2)
3x1 + 229 + 43 = 6. (Lg)

Sukeite (L1) lygti su (L2) lygtimi (tai elementarusis pertvarkis) gauname tokia siste-
ma:

1+ 3x9 — 23 =3, (L2)
2x1 + 22 + w3 =2, (L1)
31’1 + 21,‘2 + 4$3 = 0. (Lg)

Pastebésime, kad spresdami t.l. sistemas mes galime lygciu sistemoje vietomis nekeisti,
tik Siuo atveju reikia atkreipti démesi, kad galutiné t.l.sistemos (trapeciné ar daugiakampé)
forma nebus tokia kokia buvo nurodyta 1 Teoremoje, bet atsakymas nuo to nepriklausys.

Dabar atlikime tokius elementariuosius pertvarkius: —2Lo + L1 = L% ir =3L1 + L3 =
L},). Gauname pradinei t.l.s-mai ekvivalencia sistema:

1+ 3x2 —x3 =3, (L2)
—5:112 + 3%3 = —4, (L%)
—7.I2 + 75133 = -3. (L:lj,)
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Atlike elementaruji pertvarki 7L — 5L = L2 gauname, sistema

X1 + 31‘2 — T3 = 3, (LQ)
—5.172 + 3I3 = —4, (L%)
—14z3 = —13. (L3)

Matome, kad paskutinioji t.l.s. yra trikampé. Taigi, §i sistema turi vieninteli sprendini.
Nesunkiai randame, kad (—743/14,19,13/14).
2. Pavyzdys Isspreskime tokia sistema:

I + 3.’L‘2 — X3 = 3, (Lg)
2z + 22+ 23 =2, (L1)
3x1 + 9x9 — 3z3 = 1. (L3)

Atlike elementariuosius pertvarkius —2L; + Lo = L% ir —=3L1 + L3 = L%, gauname
pradinei t.l.s-ai ekvivalencia t.l.s-a:

1+ 3x9 — x5 =3, (L2)
—5wy + 3wz = —4, (L1)
0=1.(L})

Paskutinioji sistema yra iSsigimusi trapeciné t.l.s., taigi, i lygciu sistema sprendiniu neturi.
3. Pavyzdys ISspreskime dar viena t.l.s-a. Turime

1+ 3x9 — 23 =3, (L2)
2z1 + 22 + w3 =2, (L1)
3(L’1 + 9132 - 3$3 =09. (Lg)

Atlike elementariuosius pertvarkius: —2L; + Ly = L ir —=3L; + L3 = L} gauname
tokia t.l.s-a

r1 + 3%2 — X3 = 3, (Lz)
—51‘2 + 3333 = —4, (L%)
0=0.(L})

Paskutiniaja lygti praleidziame, kadangi ji visada suderinta. Matome, kad paskutin-
ioji sistema yra trapeciné. ISsprende Sia sistema gauname, kad Sios sistemos bendrasis
sprendinys yra

5 4 —4 5
(§ — 533‘2,113‘2, 3 + gacz), To € R.

Reikétu atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad savoka ”trapecine” (trikampé ar dau-
giakampé) nereikia suprasti paraidziui kaip parasSyta. T.y. pertvarkant lygtis nebutinai
reikia laikytis kintamuju eliminavimo tvarkos kuri buvo atliekama teoriskai samprotaujant
ir atliekama pateikiant pavyzdzius. Reikia skaitytojui atkreipti démesi i tai, kad esminis
momentas, sprendziant t.l.sistemas, yra tai, kad kiekvienoje zemiau esanciose lygtyje turi
likti grieztai maziau nezinomuju negu auksciau esanciose.

4. Pavyzdys Panagrinékime t.l.sistema
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3x1 + 3xy — 223 = 3, (L1)
2%1 — 21’2 + 31133 = —4, (Lg)
2%1 + 3.’172 — X3 = 0. (Lg)

Pastebésime, kad generaline eilute galime pasirinkti trecia lygti, o generaliniu elementu
koeficienta prie x3. Paeiliui atlike veiksmus 3L3 4+ Lo = L% ir —2Ls+ 1L = L}3 bei treciaja
lygti perraSe pirmosios vietoje gauname sistema

2.’L‘1 + 31’2 — X3 = 0. (Lg)
8@1 + 7:13‘2 = —4, (L%)
—T1 — 31‘2 =3. (Lzl)))

Dabar generaline eilute pasirenkame L1 lygti, o generaliniu koeficientu —1 esanti prie
x1. Atlike operacija 8L3 + Li = L3 gauname sistema

2331 + 31’2 — T3 = 0.
—17zy =20, (L3)

Bet paskutinioji sistema yra trikampé. Taigi, ji turi vieninteli sprendini, kuri rasti sitilome
skaitytojui.

2.3 Gauso - Zordano metodas

Siame trumpame skyrelyje paminésime dar viena tiesiniu lygéiu sistemu sprendimo
biida, kuris supaprastina tiesiniu lygc¢iu sistemu uzrasymo biida, kuomet sprendziant t.l.s.
nera perrasinejami nezinomieji.

Tarkime, kad duota tiesiniu lygciu sistema

n
Zaijxj = bi, (Z = 1,...,m).
J=1

Pazymeékime
ai; a2 ... Qin
A— as1 a2 ce aon ’
Gm1  Am2 Umn
a1 a19 e A1n |b1
B— a1 ao9 e aon |b2
Am1 Am2 Amn |bn



Matrica A vadinama duotosios tiesiniu lygéiu sistemos matrica, o matrica B vadinama
iSpléstine tiesiniu lygéiu sistemos matrica. Tada t.l.s. galima uzrasyti matricine forma
naudodami ipléstine matrica. Siuo atveju laikome, kad vertikalus briksnys t.l.s. matricoje
atitinka lygybés zenkla.

Pavyzdziui t.1.s.

Tr9g — T3 = —3,

{4%1 +3IL‘2—|—2I‘3 = 2,
$3:3.

iSpléstine matrica gali buti uzrasyta tokiu budu:

43 2 |2
A=l0 1 -1 |-3
00 1 |3
UzraSykime t.1.
Zaijxj bi, (z:l,,m)
j=1
iSpléstine matrica.

ai1 a192 e A1n |b1
B— a1 ao9 e Aon, |b2
am1 Am2 cer Qmnp |bn

T.l.s. matricos (iSpléstinés matricos) eiluc¢iu elementariaisias veiksmais vadinsime

1) matricos eiluciu keitima vietomis;

2) bet kokios eilutés dauginima i§ skai¢iaus nelygaus nuliui;

3) bet kokiu dvieju eiluciu sudeéti.

Atkreipsime skaitytojo démesi, kad atlike matricos eilu¢iu elementariuosius veiksmus
gausime kita matrica (skaic¢iu lentele) kuria atitinkanti t.1.s. bus ekvivalenti pradinei t.Ls.

Nesunku suprasti, kad atliekant matricos eilu¢iu elementariuosius veiksmus (analogis-
kus t.l.s. eilu¢iy veiksmams ) gausime matrica

a1 a12 G1n |b1

1 1 1
0 o) G
0 a5V oAl i
o 0 ... 0 Y
o 0 ... 0 |puY

Jeigu perraSytume gautaja matrica i lygciu sistema, gautume jau nagrinéta atveji (zr.
2.2 skyreli, 2.9 lygybe) daugiakampe t.l.s.
Teskime t.l.s., uzraSytos matricine forma analize. Tegu bf:__ll) =...= b%_l) = 0.

Priesingu atveju t.l.s. butu nesuderinta (kodél?).
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Pertvarkykime $ia matrica tokiu biidu, kad ji reprezentuotu trikampe t.l.s.. Sio pert-
vakymo esmé- perkeliame visose t.l.s. lygtyse visus démenis pradedant r» 4+ 1 i deSine puse
(tuo paciu matricos eilutése uz bruksnio i desine puse keliame visus elementus keisdami ju
zenklus). Gauname tokia matrica

a1 @12 ... A1y |b1 lp4+1 - Q1n

1 1 1 1 1

0 a;Q) e agr) |bé ) agT)Jrl . agn)
0O ... 0 a%_l) ]b,(f_l) agf;;ll) . aﬁz_l)

Matome, kad desiniosios matricos (tuo paciu ir t.l.s. lygybés pusés) priklauso nuo nezino-
muju Ty41,...,T,. Pazymékime

Ci = Qlr41Trg1 + ...+ QinTpn, t=1,...,7

Tada gauname sistema:

aixz a2 A1n |C1
(1) (1)

0 ay Qg [&

e e = o

o ... 0 a&r ) |y

Paskutiniaja eilute daugindami is atitinkamu daugikliu ir sudédami su auksciau esanciomis
eilutémis galime gauti kad virs elemento a&fn_l) esanciame stulpelyje bus nuliniai elementai,

o kiti matricos elementai (isskyrus desiniasias puses) nesikeicia, t.y. t.y.

ail a2 ce 0 |C(1)1
0 a%) . 0 \cgl)
v N U (£
0o ... 0 aln™V |

Atlikdami analogiskus eliminavimo zingsnius su antraja, treciaja ir t.t. prieSpaskuti-
niaja nuo r— osios eilutés esanciomis eilutémis gausime tokia matrica

apn 0 ... 0 \c&ril)
0 aé;) . 0 |c§7"‘2)
0 ... 0 a,(f;‘” |

(i-1)

Padaline kiekviena i— aja eilute is elemento a;, gauname matrica

1 Cgr_l)
0 ... 0 |9

cgr—2)

0 1 ... 0 |2

LD

0 1 _Cr
NG
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UzraSe Sios matricos t.l.s. gauname sistemos sprendini:

Cgr—l) C;?"—Q)

9 ) —Nodbr+lye sy dne
all CLSQ) 0,7(n1; 1)

Jei r = n, tai sprendinys vienintelis, kitu atveju sprendiniu begalo daug, kadangi
gautasis sprendinys priklauso nuo laisvuju nezinomuju ,41,...,ZTy.

Sis aptartas metodas vadinamas Gauso-Zordano metodu.

Pavyzdys ISspreskime sistema
T+ =1,
{2x2+x2+x3 =4,
3$1 + 2$3 = 8.

Gauso-Zordano budu.
Perrase Sia sistema matriciniu budu gauname

11 0 |1
2 1 1 |4
3.0 2 8

Spreskime §ia sistema atlikdami eiluc¢iu elementariuosius pertvarkius (veiksmus).
Atlike matricos eiluciu veiksmus —2Lq + Lo ir —3L; 4+ L3 gauname tokia t.l.sistemos
matrica:

1 1 0 |1

0 -1 1 |2

0 -3 2 |5

Sudéje —3Ly + L3 turésime
1 1 0 11
0 -1 1 |2
0o 0 -1 |-1
Sudéje Lz + Lo gauname

1 1 0 11
0 -1 0 11
0o 0 -1 |-1

Atlike paskutini veiksma Lo+ L1 ir padaugine antraja ir treciaja eilutes i§ —1 gauname:
1 0 0 |2
01 0 |—-1
0 0 1 11
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Tada paskutiniosios trikampés sistemos sprendinys yra toks:
331:2, ZL‘QZ—l, .T3:1.

Pavyzdys ISspreskime minétu btidu dar viena t.l.s. Tarkime duota sistema is karto
uzraSyta matricine forma:

2 1 1 3 |1
320 1 |2
5 3 1 4 |3

Atlike eiluciu veiksma L3 — Lo gauname tokia lygéiu sistemos matrica:

2 1 1 3 |1
2 1 1 3 |1
5 3 1 4 |3

Atlike veiksma Li — Lo gauname sistema

2 1 1 3 |1
0000 |0
5 3 1 4 |3

Bet antroji eiluté- nuliné, taigi ja galima praleisti, kadangi Sia eilute atitinkanti lygtis visada
turi sprendini. Taigi, praleide minéta eilute ir atlike eiluciu veiksma L — L3 gauname tokia

sistemos matrica:
2 1 1 3 11
-3 -2 0 -1 |=-2)°

Kadangi gautoji sistema yra neapibrézta (lygéiu maziau negu nezinomuju), tai kairéje
puséje paliekame tiek nezinomuju, kiek yra lyg¢iu, o likusius nezinomuosius keliame i desine
puse, beje turime isidémeéti prie kokiu nezinomuju koeficientus paliekame kairéje puséje, o
kokis keliame i deSine. Paprastai kairéje puséje paliekami paprastesni koeficientai. Miusu
nagrinéjamu atveju patogu butu palikti koeficientus prie x2, x3. Gauname sistema:

1 1 11 -3 -2
-2 0 |-2 1 3 '
Laikinai, i deSinés pusés narius zitiresime kaip laisvaji nari. Tada, atlike veiksma 2L; + Lo
gauname sistema:
11 1 -3 =2
0 2 |0 -5 -1 '
Padaugine sistemos antraja lygti is % gauname
11 1 -3 =2
010 -2 -1 ‘
Paskutinis veiksmas bus toks:— Lo + L. Gauname
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(1 0 1 —é —% )
01 10 =3 —3

Rasant sistemos bendraji sprendinj biitina zinoti, kokioje vietoje yra sistemos nezino-
muju koeficientai. Taigi, turédami tai omenyje, turime

1 3 5 1
To=1—=-x4 — =21, T3=—=24 — =27.

2 2 2 2

Tada, sistemos bendrasis sprendinys yra toks:

1 3 ) 1

(1,1 — 3%4 = 5T, 5T~ 5@’1,934), r1, 14 € R.

Uzdaviniai

1. Isspreskite pateiktasias tiesiniu lygciu sistemas:

T+ x9 — 3x3 = =7,
a) { To — T3 = —3,
T3 = 3.
ATS: (2,0,3)
b)

Ty + w3 + 214 = —3,
T3 + 2x4 = 3.

{$1+x2—3$3+$4 = —0,
ATS: (9 — Txy, —6,3 — 224, 24) x4 € R.
2. Naudodami Gauso metoda isspreskite lygciu sistemas:
Tr1 + Lo — 3.%3 = —1,
a) 201 +x9 — 223 =1,
1+ 292 + 3 = 3,
z1 + 3xe — 33 = 1.

ATS: (1,1,1)
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T, 4+ xo — 323 = 0,
21’1—|—£C2—2.’173:3,
1 + To + x3 = 4,

r1 + 3xy — 33 = 2.

ATS: (2,1,1)

2z1 + x2 + 23 = 2,
x1+3:1:2—|—x3:1,
3x1 + T2 + dbxry = 3,
2x1 4+ 3x9 — 3x3 = 1.

ATS: 0

2$1—$2+3ZC3—|—$4:3,
3.%’1—|—£13'2—5.CI?3—.%’4:2,
4x1 — x0 + T3 + T4 = 5,
1+ 3x9 —x3 — 14 = 0.

ATS: (1,0,0,1)

T1— Lo+ X3 — T4 = —2,
To — X3+ x4 =3,

1+ 3x9 — 3x4 = —9,
2%1—3$2+3$3+$4:6.

ATS: (1,2,3,4)

I —|—£IZ’2—3£E3 :—1,
201 + 19 — 223 =1,
1'1—|—IL’2+Z‘3:3,

1 + 3xo — 3x3 = 1.

ATS: (1,1, 1)

30



2x1 + 22 + 23 + 24 = 6,
.’171+3.’L’2—|—£C3—3.’1?4:—4,

9) T, + 22 + dx3 + x4 = 4,
2x1 + 3x9 — 3x3 — 224 = 0.
ATS: (2,0, 0, 2)
21 — 1o + 323 =0,
h) 31‘1 + To — 51’3 = 12,
41[:1 — T9g — I3 :8,
—Tr1 — 21’2 + 8(173 = —12.
ATS: (2, 1, -1)
T — 25(32 + 3.T3 + 4:134 = 2,
Z) :13'2—£E3+.CL’4:—2,
T+ 32 — 314 = 6,
—Txo + 323 + 24 = 2.
ATS: (3, 0,1, -1)
1+ T2+ T3+ Ty + 5 :7,
3 3x1 + 229 + 13 — x4 — 35 = —2,
J To + 2x3 + 224 — 65 = —9,
5:1,‘1 + 4%2 + 31‘3 + —3%4 — Ty = 4.
ATS: Atskiras sprendinys: (1, 1, 1, 2, 2)
T+ 2x9 — 4y = 3,
k) r1 — X2 — 3T3 + x4 — 315 = —6,
21‘1 - 31’2 - 4:1,‘3 - 5.@4 - 21‘5 = —4,

T —91132 + T3 — 16%4 +2£L‘5 =T.

ATS: (3,0,2,0, 1)
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.T1—$2—|-ZL‘3—2.T4:—5,
201 + To — T3+ 214 = 5,

l) —x1 + 22 — 33 + 14 = 4,
Ir1 — 31‘2 +l‘3 - 3(134 == —12,
31‘1 — ZIQ — 2:13‘3 — 21‘4 = —8&.

ATS: (0, 3, 0, 1)

201 —To + 13 — 204 = —1,
T1+ Ty —x3 + 224 =5,
—x1 + 22 — 3x3 + x4 = 0,
2.’171 —3.’B2—|—£I$3—33§4: —1,
.CB1—2.%'3—1‘4Z8.

ATS: Sprendiniu néra

1 — 2332 -+ 43}3 — 6.’174 = 9,
n) 2w 4+ 4x9 — dx3 + 314 = —11,
—3x1 — dx9 + 623 + 14 = 13,
—31’2 + 5133 — 2%4 =11.
ATS:(1 4 24xy, —2 — 4924,1 — 2924, 24) x4 € R.

3. Kokios turi buti parametro a reiksmeés, kad tls. turétu a) viena sprendini, b) begalo
daug sprendiniu, c) sprendiniuy neturétu.

z1+ (a—1)xg + (a+2)x3 =0,

(1—-a)xy —(a—1)ze =0,
a) {
—93}1 + 4.’172 - 5.’B3 =0.

ATS: a) Viena sprendini, kai a # 3; b) kai a = 3; ¢) néra tokios a reiksmes.

2[131 + 41‘2 — 35173 + 5334 = 18,

{I1+3ZL‘2+4I‘3—7IE4:3,
—.CE1+9£13‘2+£I?3—CL£IZ4:1—CL.

ATS: Visada nesuderinta
4. Kokios turi buti parametru m, n reikSmés, kad sistema
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1+ 20+ 23 =3,

{ mx, — 4x9 — Dxz = n,
—2x1 + 329 — 4x3 = 4,
turétu a) vieninteli, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu be galo daug sprendiniu?

ATS:a)m#—%;b)m:—?’—?g, n#—%;b)m:—?’_g’, n:_%.

5. Kokios turi buti parametru m,n reikSmeés, kad sistema

3r1 —mxzo —x3 =1,
{—2m1+x2—|—4x3:n,
.%’1—|—l'2—1133:2,

turétu a) vieninteli, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu be galo daug sprendiniu?

ATS: a) m# —6; b) m=—6, n# —9;b) m=—6, n=-9.

T1+x2 —x3+ T4 + 25 =0,
1+ 20 +x3 — T4 + 25 =0,
$1—.’L’2—CL’3+ZC4—.CE5ZO,
Tr1+x9 — 23— T4 — x5 = 0.

ATS: (0, —x5, —z5, —x5,75) =5 € R.

6. Sudarykite tiesiniu lygéiu sistema, kurios vienintelis sprendinys butu (2,3, —4).
Sudarykite tiesine lygé¢iu sistema, kurios vienas i§ sprendiniu butu §is rinkinys. Sudarykite
tiesine lygciu sistema, kurios sprendiniu aibé biitu tuscia.

7. Sudarykite tiesiniu lygciu sistema, kurios vienas i§ begalinio sprendiniu skaic¢iaus
yra sprendinys (4,3, 1).

8. Isspreskite duotasias tiesiniu lygéiu sistemas, naudodami Gauso -Zordano metoda:

2x1 + o + 23 = 0,
{$1+3$2+$3=—3,
3r1 +x9 —bxgz =1T.

ATS: (1,-1,-1)

201 — X9+ 3x3 + 14 =1,
31‘1+(E2—5$3—1‘4:4,
dry — 22 + 13 + T4 = 3,
331+3.’E2—5L’3—6334:1.
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ATS: (1,2,0,1)

211 + 39 + 223 + 624 = 10,
{1’2+2$3+1‘4:2,
3r1 — 3x3 + 6x4 = 9.

ATS: (—2.524 +4,0,—0.524 + 1,24) x4 € R.

T —6:172—.T3+I4—|—2:E5 = 1,
21 4+ 3x3 — 224 + x5 = —10,
6x3 + 4xy — 8x5 = 5,

1 —4xo + 223 — x4 + 35 = —9.

ATS: (%(—107+31x4—47x5), %(—25—}—8:1:4—109:5), %(5—4x4+8x5), T4,T5) TsTg € R.

3x1 +4x0 +dxr3+ 314 — 25 =1,
21131 — 31’2 — 61‘3 + 2.364 + 3.’L’5 = —3,
e) x1 + 2x9 + 3x3 — T4 — x5 = 3,
le + 31’2 + 21‘3 + 4.@4 - 31‘5 = 1,
r1 — dbxro — 93 + 314 + 825 = —6.

ATS: (% + %x4 + 925, —15 — 1424 — 2925, % + §x4 + 18x5), 24, 25) 5, ¥4 € R.

1+ 2o+ a3+ T4+ 15 =1,

2x1 — 2x9 4+ 3x3 — 314 — 225 = 0,
f) 4:111 —$2—4(E3—|—2l‘4+3$5 = 1,

3x1 — T +4x3 — 214 — X5 = 4,

2x1 + 2x9 — Tx3 4+ dxy + S5 = 3.

ATS: Sprendiniu néra

9. Isspreskite duotasias tiesiniu lygciu sistemas, naudodami Gauso metoda, kai t.l.s.
apibrézta matricine forma.

121 0 1 0 2 3 1 4 0 1 0
g (211 2 2 0) 1 2 1 1 2 1] 0
142 1 20 0] -1 -1 0 =3 2 0] 0
1 2 2 -1 —1] 0 1 2 2 1 2 20
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ATS: a) (x4, —bxy4, 13—9I4,I4, §x4), x4 € R; b) (=b5wy + Txs,2x4 — BT5, 25 —
ZCG,ZIJ4,(E5,IE6); T4,T5,Te € R.

10. Gamykla gamina triju rusiu produkcija, tarkime A, B, C. Pardavus Siu produktu
vieneta yra gaunamas 1, 2,3 Lt pelnas, atitinkamai. Fiksuoti gamybos kastai yra 17000Lt
per metus, o minétu produktu vieneto gamybos (kintamieji) kastai sudaro 4,5, 7 Lt atitin-
kamai. Kitais metais numatoma pagaminti 11000 vienetu, visu triju rusiu, produktu. Yra
zinoma, kad jie bus realizuoti, ir bendras pelnas turétu sudaryti 25000 Lt. Kiek kiekvienos
risies produktu reikétu pagaminti, jeigu bendrosios islaidos sudarys 80000 Lt?

ATS: (2000, 4000, 5000)

11. Gamykla gamina dvieju rusiu produktus A ir B. Pardavus viena vieneta A rusies
produkto gaunamas 8 Lt pelnas, o B— 11 Lt pelnas. Buvo pastebéta, kad A rusies produktu
yra parduodama 25% daugiau negu B. Kitais metais gamykla planuoja 42000 Lt pelna.
Kiek vienetu kiekvieno produkto reikétu pagaminti, kad ketinimai butu realizuoti?

12. Penkioms Lietuvos pramonés Sakoms pi, ps,ps,p4,ps yra skiriama parama is
penkiu fondu. Zinoma, kad Lietuva i§ pirmojo fondo gali gauti 55 mln., antrojo- 70 mln.,
treciojo- 48 mln., ketvirtojo- 60 mln., penktojo- 44 mln. litu. Pramonés Saku ivairus imoniu
skai¢ius pretenduoja i Siu fondu lésas. Rinkinys (7,2, 3,2, 1) reiskia, kad p; Sakos 7 imoneés
siekia gauti pirmojo fondo lésas, 2 imonés- antrojo fondo lésas ir t.t.. Analogiskai, pra-
monés Sakos ps imoniu skaic¢ius siekianciu gauti atitinkamu fondu parama yra (4,4, 3,4,1),
toliau ps— (3,3,1,5,3), pa, (5,1,5,3,5),ir ps (4,7,2,3,2). Kaip butu galima paskirstyti
fondu pinigus pramonés Sakoms? Ar galimas tik vienintelis pinigu paskirstymas ar ne tam,
kad visu fondu visi pinigai btitu iSnaudoti?

13. Gydytojas nurodé pacientui kas savaite naudoti vitaminus tokiu budu: vitamino
A 10 vienety, vitamino D 9 vienetus ir vitamino E 19 vienetu. Pacientas §iuos vitaminus
gali pasirinkti kapsulése, kuriose nurodytu vitaminu kiekis yra sudarytas tokiu budu:,
kapsuléje X yra 2 vitamino A vienetai, 3 vitamino D ir 5 vitamino F vienetai; kapsuléje
Y yra 1,3,4 Siu vitaminu vienetai atitinkamai, kapsuléje Z yra 1 vitamino A ir vienas
vitamino E vienetas.

a) Kaip paskirstyti kapsules, kad pacientas per savaite gautu tinkama vitaminu skaiciu;

b) tarkime, kad kapsulé X kainuoja 1 Lt, kapsulé Y— 6 Lt, o kapsulé Z— 3 Lt. Ar
galima sudaryti kapsuliu derini, kuris kainuotu 15 Lt savaitei?

¢) kuri savaitiné kapsuliu kombinacija pigiausia, o kuri brangiausia?

ATS: a) (3,0,4); (2,1,5), (1,2,6), (0,3,7);
b) (3,0,4); c¢) (3,0,4), (0,3,7).
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III. VEKTORINE ERDVE R"

3.1 Vektoriai. Vektoriu veiksmai

Apibrézimas Sutvarkyta realiu skai¢iu rinkini (aq,as, ..., a,) vadinsime n— maciu
vektoriumi. Skaiciai a; € R, (j =1,...,n) vadinami vektoriaus koordinatémis.

Sakinys ”sutvarkytas skaic¢iu rinkinys ” reiskia, kad koordinaciu padétis vektoriuje yra
svarbi. Vektorius Zymésime mazosiomis graikiskosios abécelés raidémis. Jeigu vektorius
turi n koordinaciu, tai sakysime, kad jis aibés R™ elementas.

Apibrézimas Sakysime, kad aibés R™ elementai (ai,as,...,a,) ir (b1, ba,...,by)
yra lygls, jeigu ju atitinkamos koordinatés lygios, t.y. a; =b;, (j =1,...,n),

Apibrézimas Vektoriu « ir § suma (zymésime « + 3 ) vadinsime vektoriu 7, kurio
koordinatés nusakomos lygybémis ¢; = a; +b;, ( =1,...,n). Taigi,

a+pB=~v=(a1+0by,...an+by).

Apibrézimas Vektoriaus a € R" ir skaiciaus k € R sandauga vadinsime vektoriu
ka = (kay, ..., kay).

Matome, kad pateiktu veiksmu atzvilgiu vektoriu aibé R™ yra uzdara. T.y. atlikdami
siuos vektoriu veiksmus, gauname vektoriu aibés elementus.

Veiksmu savybés.

1) Vektoriu sudétis yra komutatyvi:

a+pB=0+a

Pastarasis tvirtinimas iSplaukia i$ realiuju skai¢iu komutatyvumo (démenu keitimo vi-
etomis) désnio ir sarysiu:

a_{—ﬁ:(al—f—bl;-..,an_i_bn):(b1+a1,...bn+an):ﬁ+a.

2) Samprotaudami analogiskai galime parodyti, kad sudétis tenkina asociatyvumo
(skliaustu perstatymo) désni

a+ (B+7)=(a+8)+7.

Vektoriu, kurio visos koordinatés lygios nuliui, vadinsime nuliniu, ir Zymeésime raide

0.
Nesunku suprasti, kad bet kokiam vektoriui « teisinga lygybé:
3) a+0=0+a=a.
4) Bet kokiam vektoriui o € R" galime nurodyti vektoriu @ toki, kad
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a + a = 0. Vektorius @ vadinamas atvirkstiniu vektoriui a.. Pasirodo, @ = —a. Paro-
dysime, kiek véliau, kad atvirkstinis vektorius yra vienintelis.
Akivaizdu, kad vektorius (—1)a 4+ o = O. Taigi, jis yra atvirkstinis. Parodykime, kad
jis vienintelis. Turime
a+a=0.

Pridéje prie abieju lygybés pusiu vektoriu —a gauname, kad
—a+ (a+a)=—-a+0.
Antra vertus, i§ paskutiniuju lygybiu iSplaukia tokia lygybé:
O+a=—-a+0.

Déka 3) savybés turime, kad @ = —a. Taigi, bet koks vektoriaus « atvirkstinis sutampa su
vektoriumi —a.

Zemiau pateiksime dar penkias veiksmu savybes, kuriu jirodymus paliekame skaityto-
jui.

5) Visiemsa€R,1-a=aqa.

6) Vektoriaus ir realaus skai¢iaus daugyba yra komutatyvi. T.y. Vk € R, a €
R™ k-a=«a-k.

7 Vi,keR,aeR"

(l+k)-a=l-at+k-air(lk)-a=1-(k- a).
8) Va,B €R™ | €R teisinga lygybe:
l-(a+p)=1-a+1-p.

Ateityje, aibe R", su auks¢iau apibréztomis vektoriu lygybeés, sudéties ir daugybos i3
skaic¢iaus operacijomis, vadinsime n— magciu vektoriu erdve trumpai erdve R".

3.2 Vektoriy tiesiné priklausomybé

Apibrézimas Sakykime, kad [; € R, a € R™, (i = 1,...,m). Tuomet vektoriu

m
o = E ljaj
j=1

vadinsime vektoriu aq, ... a,, tiesiniu dariniu.

Atkreipsime démesi, kad jeil; =0, (i = 1,...,m), tai &« = O. Pasirodo, kad atvirkscias
teiginys, bendru atveju, néra teisingas. T.y. tiesinis darinys gali buti nulinis vektorius, nors
sumoje yra ir nenuliniu démenu. Apie tai siek tiek placiau.

Apibrézimas Vektoriu rinkini {a, ..., a;,} vadinsime tiesiskai nepriklausomu, jeigu
lygybe
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i ljozj == O
j=1

galima tada ir tik tada, kai [; =0, (i =1,...,m).

Priesingu atveju turime, kad darinys yra nulinis vektorius, nors tarp skaic¢iu rinkinio
li, (i = 1,...,m) egzistuoja nenulinis skai¢ius. Siuo atveju vektoriu rinkini vadinsime
tiesiskai priklausomu.

Kaip praktiskai patikrinti ar duotasis vektoriu rinkinys tiesiskai priklausomas ar ne?
Tarkime duotas vektoriu rinkinys aq, ..., a,,. Tuomet, kad patikrinti ar jis tiesiskai prik-
lausomas ar ne mums reikia iSspresti lygti:

m
E IjOéj = O
Jj=1

Tiksliau kalbant reikia iSspresti tiesiniu lygciu sistema. Jeigu §i sistema turi tik nulini
sprendini, tai vektoriu rinkinys tiesiskai nepriklausomas. PrieSingu atveju rinkinys tiesiskai
priklausomas.

Panagrinékime, keleta pavyzdziu. Tarkime, kad duotas vektoriu rinkinys

a=(2,1,3), 6=(0,1,0), v=(2,2,3).

Patikrinkime, ar Sis rinkinys tiesiskai prikklausomas ar ne. Remiantis apibrézimu, mums
reikia patikrinti, su kokiomis x1, zs, x3 reikSmémis galima lygybeé

100+ x98 + x3y = O.
Akivaizdu, kad jei z1 = xo = x3 = 0 tai lygybé teisinga. Telieka atviras klausimas- ar
§i lygybé yra teisinga ir su Siuo vieninteliu nuliniu rinkiniu ar nebutinai?
Pasirodo, priklausomumo (nepriklausomumo) problema sprendziama naudojant t.l.

sistemas.
Uzrasykime pateikta sistema tokia lygybe

$1(27 1, 3) + IL‘Q(O, 1, 0) + $3(2, 2, 3) = (0, 0, 0)
Atlike vektoriu veiksmus kairéje puséje gauname tokia vektorine lygybe:

(21‘1 + 2x3, 1 + T2 + 223,311 + 3IL‘3) = (0,0,0).

Zinome, kad du vektoriai lygis, jei lygios §iu vektoriu atitinkamos koordinateés. Taigi,

x1 + x2 + 23 =0,

{ 2x1 + 2x3 = 0,
31‘1 + 3.133 =0.

Gauname homogenine t.l.sistema.
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Sitilome skaitytojui iSspresti Sia sistema ir isitikinti, kad §i sistema turi begalo daug
sprendiniu, taigi tarp ju tikrai yra ir nenuliniu. Vadinasi, duotasis vektoriu rinkinys prik-
lausomas.

Vektoriu rinkinys bus tiesiskai nepriklausomas, jeigu nagrinéjama t.l.sistema bus tri-
kampeé. Tada ji turés vieninteli sprendini, kuris bus nulinis.

Aptarsime salygas, kurios lemia ar nagrinéjamas vektoriu rinkinys priklausomas ar ne.

1 Teorema Jei vektoriu rinkinyje (tarkime {aq,...a,,} ) yra nulinis vektorius, tai
Sis rinkinys tiesiskai priklausomas.

©
Tarkime, kad a; = O. Imkime toki realiuju skai¢iu rinkini: {; =1,1;, =0,i=2,...,n.
Tuomet

1-a1+i0-ai50.

=2

Taigi, Sis vektoriu rinkinys tiesiskai priklausomas.

S
2 Teorema Jei vektoriu rinkinys {ag,...,q,} yra tiesiskai nepriklausomas, tai ir
bet kuri §io rinkinio dalis {a,,...,ax;} yra tiesiskai nepriklausoma.
©
Tarkime priesingai, t.y., kad rinkinys {ag,,...,ax,} C {a1,...,,} yra tiesiskai
priklausomas. Pazymékime I; = {ki,...,k;}, ¢ia I; C {1,...,m}. Kadangi rinkinys
{ak,, ..., ap,} yra tiesiskai priklausomas, tai isplaukia, kad
Z lkak =0
kG]j

ir 3jo € I; toks, kad [;, # 0. Viso rinkinio tiesini darinj galime uzrasyti taip:

Z lpay + Z lkoy, = O,

kel keI,

¢ia I, = 0,k ¢ I;. Taigi, nurodéme nenulinj rinkinj su kuriuo tiesinis darinys lygus nuliui.
Vadinasi vektoriu rinkinys yra tiesiskai priklausomas. Kadangi prielaida buvo klaidinga,
tai iSplaukia, kad teoremos tvirtinimas teisingas.

S

3 Teorema Vektoriu rinkinys {aq,...,a,,} yra tiesiskai priklausomas tada ir tik
tada, kai bent vienas rinkinio vektorius yra likusiu tiesinis darinys.

© Tarkime, kad

i ljaj =0
=1
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ir Jig € {1,...,m},l;, # 0. Tuomet naudodamiesi vektoriu veiksmu taisyklémis gauname:

m
aiolio = — E lzoéz
i=1

iig

IS paskutiniosios lygybés isplaukia, kad

Paskutinioji lygybé reiskia, kad vienas rinkinio vektorius yra kitu tiesinis darinys.
Irodysime atvirkstini teigini.
Tegu vienas vektorius yra likusiu rinkinio vektoriu tiesinis darinys, t.y.

m
a0 = E leéZ
i=1

iig
Perrase pastaraja lygybe
m
1'0[1'0— ZZZOQ:O
=

matome, kad rinkinio {a, ..., au, } tiesinis darinys yra nulinis vektorius nors ne visi darinio
koeficientai lygus nuliui. Taigi rinkinys {aq, ..., a, } tiesiskai priklausomas.
@

4 Teorema Jeigu prie vektoriu rinkinio {aq, ..., a,,} prijungsime vektoriu

m
o = E Ci (4,
=1

tai vektoriu rinkinys {«, aq, ..., .}, bus tiesiskai priklausomas.

S
Imkime konstantu rinkini [ = 1,l; = —¢;, (i = 1,...,m). Tuomet uzrase vektoriu
{a1,...,am} tiesini darinj su Siomis konstantomis, gauname

1 -oH—Zliai =1 Zciai +Z(—Cz')04z =0.
i—1 i=1 i—1

Akivaizdu, kad §is konstantu rinkinys néra nulinis. Taigi, nagrinéjamasis vektoriu rinkinys
tiesiskai priklausomas.
S
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Tarkime, kad duoti trys vektoriai o = (1,2,3), 8= (0,1,1), v=a+ [ = (1,3,4).
Tada rinkinys «, 3,7 yra tiesiSkai priklausomas, kadangi

l-a+1-+(-1)-v=0.

Patikrinkite tai !

5 Teorema Jeigu, bet kuris rinkinio {aq, ..., ay,} vektorius yra rinkinio {f1,..., Bk}
vektoriu tiesinis darinys, beje k < m, tuomet rinkinys {a1, ..., @} yra tiesiskai priklau-
somas.

S/

Laikykime, kad a;; # O, (i = 1,...,m). PrieSingu atveju isplaukia teoremos irodymas.

Prie vektoriu 1, ..., B, prijunkime vektoriu ;. Zinome, kad jeigu rinkinyje yra bent

vienas vektorius kitu vektoriu tiesinis darinys tai tai Sis rinkinys tiesiskai priklausomas (zr.
3 Teorema). Vadinasi

1-041—}—]{7261'51:0
=1

ir bent vienas i ¢; # 0, (i = 1,2,...m) (priesingu atveju a; = O ir teorema buty jrodyta).
Tegu ¢; # 0. Tuomet turime:

pr = —(é)m - Z (2)@'-

c
i=2 1

Taigi, vektorius f; yra vektoriu ai,fs,..., 0 tiesinis darinys. Tuo paciu ir vektoriai
Qs, ..., 0, yra vektoriu aq, fs, ..., O tiesiniai dariniai.

Prijunkime prie vektoriu rinkinio aq, (9, ..., Br vektoriu as. Remdamiesi 3 Teorema

gauname, kad §is rinkinys tiesiskai priklausomas. Tuomet

k
oo + Loy + Zczﬂi =0.
i—2

Pastebésime, kad ne visi koeficientai ¢; = 0, (i = 2,...,k) nes prieSingu atveju gautume,
kad vektoriai aq, ais yra tiesiskai priklausomi ir teorema butu irodyta. Taigi, tarp konstantu
¢; egzistuoja nenuliné. Tarkime, kad tai co # 0. Tada

k

P2 = _ial - l—2042 - Z (ﬁ)ﬁ}

€2 €2 i—s C2

Is pastaruju lygybiu isplaukia, kad ir vektoriai asg, ..., a,, yra vektoriu aq, as, O3, ..., Bk
tiesinis darinys.

Toliau elgiamés visiskai analogiskai: prie vektoriu aq, a9, (s, ..., Ok prijungiame vek-
toriu asg ir t.t.
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Atlike r > 2 zingsnius gauname: a) arba vektoriai aq, . .., «, yra tiesiskai priklausomi,

taigi ir rinkinys {a;, ..., a;, } yra tiesiskai priklausomas ir teoremos irodymas butu baigtas
arba b) vektoriai a, ..., «, tiesiSkai nepriklausomi ir vektoriai a1, ..., q,, yra vektoriu
1y Qpy Brg1s o B
tiesiniai dariniai. Jei r = k, tai vektoriai ag41,...,a,, yra vektoriu aq,...,ay tiesiniai
dariniai. Tuomet, remdamiesi 3 Teorema gauname, kad rinkinys a1, ..., a1 (tuo paciu
metu ir rinkinys {aq, ..., @, } ) yra priklausomi.
S

3.3 Erdvés R"™ bazé.

Sakykime, kad {a1,...,a,,} € R™. Be to tegu l;, (i = 1,...,m) bet kokia realiuju
skai¢iu aibé. Tuomet laisvai parinktiems /;, (i = 1,...,m) mes galime sudaryti vektoriu

=1

Kyla klausimas, ar egzistuoja erdvéje R™ vektoriu rinkinys {aq,...,an,}, kad tinkamai
parinke skaicius l;, (i = 1,...,m) tiesinio darinio (3.8) vektoriais galétume isreiksti bet
koki erdvés vektoriu?

Visu pirma parodysime, kad apskritai egzistuoja vektoriu rinkinys, erdvéje R", toks,
kad tinkamai parinke tiesinio darinio koeficientus, minétuju vektoriu pagalba galima isSrei-
ksti, bet koki erdves vektoriu. Tarkime duotas n— maciu vektoriu rinkinys :

er =(1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...0), ...e, = (0,0,...,0,1). (3.9)
Nesunku matyti, kad Sis rinkinys tiesiskai nepriklausomas. Irodykite!
Tarkime, kad ej,es € R2, t.y. e; = (1,0) ir eo = (0,1). Imkime Sios erdvés vektoriu
a = (2,—11). Nesunku suprasti, kad
(2,—11) = 2(1,0) + (—11)(0,1).

Rasant trumpai, a = 2e; — 11es.
Imkime bet koki n—mati vektoriu a = (x1,x3,...,z,). Aisku, kad

o =x1€1 +x0€0 + ...+ TpEN.
Matome, kad koks bebutu vektorius o € R™ visuomet galime §i vektoriu uzrasyti (2)

vektoriu tiesiniu dariniu. Tad kokiomis savybémis turi pasizymeti erdves vektoriu rinkinys,
kad Sio rinkinio vektoriu tiesiniais dariniais galétume uzrasyti visus erdves vektorius?
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Apibrézimas Tiesiskai nepriklausomu vektoriu rinkini {ayq, .. ., a,, }, vadinsime erd-
vés R™ baze, jeigu bet koks §ios erdvés vektorius yra vektoriu {ayq, . .., au, } tiesinis darinys,

t.y.
m
o = Z lzaz
i=1

6 Teorema Kiekviena erdves R™ baze sudaro lygiai n vektoriu.

S)

Sakykime, kad {aq, ..., a,,} yra bazé. Kadangi kiekvienas vektorius «; (i = 1,...,m)
yra vektoriu eg, ..., e, tiesinis darinys (tai jau esame parode), visu pirma laikydami, kad
m > n ir remdamiesi 5 teorema gauname, kad rinkinys {aq,..., ., } yra tiesiskai priklau-
somas. Bet tai priestarauja teoremos prielaidai, kadangi {aq,...,a,,} yra bazé. Vadinasi
m < n. Tarkime, kad m < n. Kadangi {aq,...,a,;,} yra bazé, tai bet kuris vektorius
ej,(j=1,...,n) yra vektoriu o, (i = 1,...,m) tiesinis darinys. Apeliuvodami i 5 Teorema
gauname, kad rinkinys e;, (j = 1,...,n) yra tiesikai priklausomas. Bet jau zinome, kad
sis rinkinys tiesiSkai nepriklausomas. Tad prielaida, jog m < n neteisinga ir telieka atvejis
m =n.
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Teisinga tokia

7 Teorema Bet koks n tiesiskai nepriklausomu vektoriu rinkinys yra erdvés R"™ bazeé.

S/
Tarkime, kad rinkinys {aq,...,,} tiesiskai nepriklausomas. Tuomet koks bebutu
vektorius a € R", rinkinys o, aq, ..., a, yra tiesiskai priklausomas. Kodél? Bet tuomet

teisingas sarysis
n
lao + Z cja; =0,
j=1

¢ia | # 0. (Jei buty [ = 0 tai rinkinys {a,...,a,} butu tiesiskai priklausomas.) I8
paskutiniosios lygybés isplaukia, kad

n

a=Y _(%)aj.

j=1

Kadangi vektorius buvo parinktas laisvai, tai iSplaukia, kad {a1,...,a,} yra bazé.
S¥

Sakykime, kad {1, ..., a,} yraerdvés R™ bazé. Tuomet, bet kokiam erdveés elementui

« egzistuoja realiy skai¢iu rinkinys I;, (j =1,...,n), toks, kad

n
o = E leéj.
j=1

Skaicius I, (j = 1,...,n) vadinsime vektoriaus o koordinatémis bazéje {a1,...,an,}.
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Skirtingose bazése vektorius turi skirtingas koordinates, taciau fiksuotoje bazéje vek-
toriaus koordinatés nusakomos vieninteliu bidu. Irodysime tai.

8 Teorema Vektoriaus koordinatés duotoje bazéje nusakomos vieninteliu budu.

S)
Tarkime priesingai, t.y vektoriu a bazéje {ag,...,a,} galime isreiksti bent jau dve-
jopai:

n

n
a= E ljoir a = E cjo.
Jj=1

Jj=1
Paskutiniasias lygybes atéme viena is kitos panariui, gausime

n

azZ(lj —cj)aj = 0.

j=1

IS pastarosios lygybés isplaukia, kad I; —¢; = 0, arbal; =¢;,(j =1,...,n) (priesingu
atveju rinkinys {a1, ..., a,} nebutu bazé).

&5,
Isitikine, kad vektoriu rinkinys

a=(1,2,3), B=(1,1,0), v=(0,1,2)

yra bazé, raskime vektoriaus 6 = (1, 4, 8) koordinates §ioje bazéje.
Naudojant Gauso metoda, galime is karto spresti du uzdavinius
1) nustatyti ar vektoriu rinkinys yra nepriklausomas;
2) rasti vektoriaus koordinates $ioje bazéje.
Norint atlikti Sia uzduoti mums teks iSspresti tokia lygti

v =x100+ 223 + x37.

Perrasykime Sia lygti naudodami vektoriu veksmus. Irase konkrecius vektorius gau-
name, kad

(1,4,8) = 21(1,2,3) + z2(1,1,0) + 23(0, 1, 2)
Taikydami vektoriu veiksmu savybes gauname lygybe:

(17478) = (1131,2.1:1,3331) + (m27m270) + <07'T372$3)

arba sistema
r1 + X9 = 1,
{2931 + 29+ x3 =4,
3.’131 + 21‘3 = 8.
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Perrase Sia sistema matriciniu bidu gauname

Pastebesime, kad vektoriu koordinates i matrica perrasome stulpeliais.

Si sistema turés vienintelj sprendinj (tuo paciu rinkinys bus bazé), jeigu gausime tri-
kampe t.l.s. ISspreskime sistema.

Atlike matricos eiluciu veiksmus —2Lq + Lo ir —3L; 4+ L3 gauname tokia t.l.sistemos
matrica:

1 1 0 1
0 —1 1 |2
0 -3 2 |5

Sudéje —3Ls + L3 turésime

1 1 0 |
0 -1 1 |2
0 0 -1 |—1

Paskutiniosios trikampés sistemos sprendinys yra toks:

1‘122, 1'22—1, 1’321.

Kadangi sprendinys vienintelis, tai vektoriu ¢ nurodytais vektoriais isreiskiame vien-
inteliu budu. Dar daugiau, vektoriu rinkinys «, 3,7 yra bazé (patikrinkite), o vektoriaus
d koordinateés Sioje bazéje yra (2, —1,1).

Apibrézimas Vektorinés erdveés dimensija vadinsime Sios erdvés bazés vektoriu skai-
¢iy.

Apibrézimas Tarkime, kad V C R™. Aibe V vadinsime erdvés R" poerdviu, jeigu

1. O eV,

2. jei k € R ir a € V, tai vektorius ka € V;

3. a,peV taiira+ [ eV.

Poerdvio dimensija vadinsime didziausia, nepriklausomu vektoriu skaiciu, Siame po-
erdvyje. Beje, sis vektoriu rinkinys bus vadinamas poerdvio baze.

Sudarykime koki nors trimatés erdvés poerdvi ir nustatykime jo dimesija ir baze.
Tarkime duotas vektoriu rinkinys

oy = (27 173)7 ﬂ = (07 170)7 Y= (27273)

Tada aibé
V={60;0=la+LB+I1y, i3 € R},

kuria sudaro vektoriai, gaunami sudarant visus galimus tiesinius vektoriu «, 3,y darinius,
yra erdvés R poerdvis. Isitikinkite patys!
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3.4 Vektoriuy rinkinio rangas

Remdamiesi 3.3 skyrelio 3 Teorema gauname, kad vektoriu rinkinys yra tiesiskai
priklausomas tada ir tik tada, kai bent vienas rinkinio vektorius yra kitu vektoriu tiesi-
nis darinys. Nurodysime charakteristika, kuria bus nusakomas nepriklausomu vektoriu
skaicius rinkinyje.

Apibrézimas Skaicius r vadinamas vektoriu rinkinio {a1,...,q,,} rangu, jeigu
siame rinkinyje galime nurodyti r tiesiskai nepriklausomu  vektoriu {o;,,...,q; } C
{aq,...,an} tokiu, kad bet kuris vektoriu rinkinys is 7 + 1 vektoriaus {a,,..., 04, } C
{aq,...,an} yra tiesiskai priklausomas.

Kitaip tariant, rinkinio rangas yra maksimalus, tiesiskai nepriklausomu vektoriu skai-
¢ius, duotame rinkinyje. Pastebésime, kad rinkinio {a;,...,am,} rangas r < min{m,n},
(673 ER, 2:1,?1

Apibrézimas Du tos pat erdvés vektoriu rinkiniai {aq,...,am,} ir {61,...,0k}

vadinami ekvivalenciais, jeigu bet kuri pirmojo rinkinio vektoriu galima iSreiksti antrojo
rinkinio vektoriu tiesiniu dariniu ir atvirksciai.

9 Teorema Jeigu vektoriu rinkinio {a1,...,a;,} rangas r, tai siame rinkinyje yra
lygiai r tiesiskai nepriklausomu vektoriu, kuriu tiesiniais dariniais galime isreiksti bet kuri
rinkinio {a;, ..., a;} vektoriu.

S/

Naudodamiesi rango apibrézimu turime, kad egzistuoja r tiesiSkai nepriklausomu
vektoriu rinkinys, tarkime {a;,,...,q; }. Papildykime §i rinkini, bet kuriuo rinkinio
{aq,...,amy} vektoriumi, tarkime a;, (¢ = 1,...,m) . Tada naujasis vektoriu rinkinys

bus tiesiskai priklausomas. (Kodél?). Taigi,

r

Qi = E Cl&y

=1
ir 3¢; #0, (i =1,...7). Tuo ir baigiame irodyma.
S¥

10 Teorema Ekvivalenciu vektoriu rinkiniu rangai yra lygis.

©
Sakykime, kad r yra vektoriu rinkinio {ax, ..., a,,} rangas, o vektoriai {aq,...,q,}
tiesiskai nepriklausomi. Remdamiesi paskutiniaja teorema gauname, kad

T

Oéi:ZCijOzj, (2217,771) (310)

j=1

Tegu p yra vektoriu rinkinio {f1,... 0%} rangas, o Sio rinkinio vektoriai  {8i,...,0,}
tiesiskai nepriklausomi.
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Remdamiesi tuo, kad vektoriu rinkiniai ekvivalentiis galime uzrasyti:
m
ﬁj = iji@i, (] = 1,,k)
i=1

Is paskutiniosios lygybés, pasinaudoje (3.10) gauname

Pi = Zbﬁzcisas = Z (ijicis)as, (j=1,...,k).
i=1

s=1 s=1 =1
Bet tuomet, vektoriai {fi,...,0,} yra vektoriu {aq,...,q,} tiesiniai dariniai. Padare
prielaida, kad r < p, bei remdamiesi 5. Teorema gauname, kad vektoriai f3i,..., 3, yra

tiesiskai priklausomi. Tai priestarauja prielaida, kad pasirinkti vektoriai nepriklausomi.
Taigi, p < r. Bet, antra vertus,

p
Bi=> diiBi, j=(1,....k)
i=1

ir
k
67/ :Ztliﬁzv (l_la 7m)
i=1
arba
P k
o = Z (Zdistsj)ﬂja (Z = 1, e ,m).
j=1 s=1
Taigi, vektoriai aq, . . ., o yra vektoriu 3y, . . ., B, tiesiniai dariniai. Jeigup < r, taiis 5 Teo-
remos iSplaukia priestaravimas. Taigi belieka vienintelis galimas atvejis p = r. Analogiskus
samprotavimus naudodami rinkiniui {1, ..., f;} gauname teoremos irodyma.

)
3.5 Vektoriuy rinkinio elementarieji pertvarkiai

Vektoriu rinkinio elementariaisiais pertvarkiais vadiname:
1) vektoriu keitima vietomis rinkinyje;

2) vektoriaus dauginima i$ nelygaus nuliui skaiciaus;

3) dvieju rinkinio vektoriu sudéti.

11 Teorema Elementariaisiais pertvarkiais vektoriu rinkini pertvarkome i jam ekvi-
valentu rinkinj.

S

Sio teiginio irodyma palickame skaitytojui.
Isvada. Vektoriu elementarieji pertvarkiai nekeicia rinkinio rango.
Pastarasis tvirtinimas iSplaukia i§ paskutiniuju dvieju teoremu.
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Is paskutiniosios iSvados iSplaukia, kad ekvivalenc¢iuose rinkiniuose yra vienodas tie-
siSkai nepriklausomu vektoriu skaicius.

Iki Siol mes kalbéjome apie erdvés R™ elementus, kuriuos vadinome vektoriais. Beje,
kadangi realieji skaiciai sudarantys Siuos rinkinius surasyti eilute, tai daznai jie vadinami
vektoriais eilutémis.

Apibrézimas Sutvarkyta realiuju skaiciu rinkini

aj
az

ag

vadinsime k— maciu vektoriumi stulpeliu. Skai¢iai a;, (i = 1,...,k) yra vadinami vekto-
riaus stulpelio koordinatémis.

Norédami atskirti vektorius stulpelius nuo kitu vektoriu juos zymésime a*. Vektoriu
stulpeliu veiksmai yra analogiski vektoriu eiluc¢iu veiksmams. Sakysime, kad du vektoriai
stulpeliai lygus, jeigu ju atitinkamos koordinatés sutampa. Tegu

ai b1
a b
Ck* — 2 7 /8* — 2
Qe bk
Tada Siu vektoriu suma vadinsime vektoriu

a1 + by
* a2+b2
~

ar + by

Vektoriaus o ir skai¢iaus [ € R sandauga vadinsime vektoriu

lak
Apibrézimas Operacija, kuri k— mati vektoriu stulpeli kei¢ia k— maciu vektoriu
eilute arba atvirksc¢iai, vadinsime vektoriu trasponavimu, biitent
T
ai
S ={a1,...,an} =«

ir atvirksciai,
a
T *
o ={ag,...,an} = ... | =a.
Qg
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Transponavimo operacija turi tokias savybes:

1) (a+8)" =a” +47;

2) (la)T =lat.

Sios savybes iSplauka is tokiu sarysiu:

. - a; + by ax by
(a+8)" =(a1+b1,....0m +by) = = ... +(...],
Ay, + b, Am Am
ir
la1 ay
(oz)T:(lal,...,lam)T: =] =t
lay, Am

Jeigu transponuotume visus erdves R™ elementus, tai gautume transponuotu vektoriu
aibe, kurios elementai turi analogiskas savybes kaip ir erdvés R™ vektoriai. Tad naturalu
transponuotu vektoriu aibe vadinti trasponuotu vektoriu erdve ir zyméti R, Beje, paste-
bésime, kad visi teiginiai, kurie buvo irodyti vektoriams eilutéms, teisingi ir transponuotu
vektoriu erdveéje.

3.6 Vektoriuy ir tiesiniu lygciu sistemu rySys

Pazymeékime
Qa1 bl
a2, . b
ﬁj - 2,] ) (j = ]-7 7n)7 ﬁ = 2
Amj bm

Sudarykime vektorine lygti
> @iy = 0. (3.11)
j=1

I$ pastarosios vektorinés lygties (prisiminkite vektoriu lygybés savybe) gauname tie-
siniu lygciu sistema

Zaijxj :bi, (Z: 1,...,777,). (312)
j=1
Vektorius 8 yra vadinamas laisvuju nariu stulpeliu, o vektoriai 3;, (j =1,...,n), vadinami

lygciu sistemos vektoriais stulpeliais.

Matome, kad tiesiniu lygé¢iu sistema galime uzrasyti naudodamiesi vektorine lygtimi.
Kyla klausimas- kaip yra susije vektoriu savybeés ir tiesiniu lygciu sistemu suderinamumo
problema?
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Pasirodo, kad teisinga tokia
12 Teorema (3.11) tiesiniuy l.s. yra suderinta tada ir tik tada kai vektorius 3 yra
tiesinis, vektoriu 8;, (j =1,...,n), darinys.

S
Sakykime, kad

B=> 1;8, karl; €R, (j=1,...,n).
j=1

Nesunku suprasti, kad pastaroji lygybiu sistema reiskia 3.12 lygciu sistema, kuomet nezino-
muju vietoje irasytas realiuju skai¢iu rinkinys [q,...,[,. Taigi, paskutinysis rinkinys yra
lygéiu sistemos 3.12 sprendinys.

Atvirksciai. Tarkime, kad 3.12 sistema turi sprendini ¢1,...,¢,. Tuomet

n
Zaijtj = bi, (7, = 1,...,77?,).
j=1
Bet paskutinioji lygybé reiskia, kad vektorius g yra vektoriu (i,..., 3, tiesinis darinys,

kadangi
> B =4
j=1

S
Pademonstruosime Sia teorema konkreciu pavyzdziu. Tarkime, kad duota t.l.sistema

—3.%‘2 —|— i) —|— 2333 = —1,

{x1+2x2+3x3=4,
21+ 3x9 —x3 = 1.

Sia sistema perrasykime vektorine forma

1 2 3 4
X1 3| 4+x| 1]+ 23 2 = —1
2 3 -1 1

Pastebésime, kad rinkinys (1,0,2) yra t.l. sistemos sprendinys. Be tuo pat metu teisinga
vektoriné lygybé (patikrinkite)

1 2 3 4
11 -3 +0{1])+2 2 =1 -1
2 3 -1 1

13 Teorema Tiesiniu, homogeniniu lygciu sistema turi nenulini sprendini tada ir
tik tada, kai jos koeficientu vektoriai stulpeliai yra tiesiskai priklausomi.
S
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Tarkime i$ pradziu, kad stulpeliai tiesiskai priklausomi, t.y.
n
S 1B =0, (In,...,1n) #O.
j=1
Bet tuomet rinkinys (ly,...,1,) yra sistemos
Zaij:cj = O, (’l = 1,...,m)
j=1

nenulinis sprendinys.
Atvirksciai, tarkime, kad sistema turi nenulini sprendini (Iy,...,1,) t.y., bent viena
sprendinio komponenté I; # 0, (i = 1,...,m). Tuomet teisingos lygybeés

Zaijlj = 0, (Z = 1,...,m).
j=1

I pastarojo sarysio iSplaukia, kad vektoriai stulpeliai 31, ..., 3, yra tiesiskai priklausomi.
SY

14 Teorema n— maciu vektoriu eiluciu

o1 = (a11,G12, s 7a1n); Qg = (0,a22, s ,a2n) ceey

ar =(0,...,0,arp,...,0rm), a; # 0, rangas yra lygus r.
Analogiskai, m—maciu vektoriu stulpeliu

0
a1 0 0
a2 a2 ..
B = fo = B = u
Ce R rr
am1 Am?2
amr

ai; 7 0,(i=1,...,r) rangas yra lygus r.

o

Norint irodyti teorema mums pakanka parodyti, kad nagrinéjami vektoriai eilutes,
arba stulpeliai, yra tiesiskai nepriklausomi. O tai reiks, kad r vektoriu rinkinyje maksimalus
tiesiskai nepriklausomu vektoriu skaicius yra r.

Tarkime, kad tiesinis vektoriy darinys yra nulinis vektorius, t.y.

r
E r,o; = 0.
i=1

Sia lygybe galime perradyti ir taip:
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(z1a11, T1a12 + T2a22, T1a13 + T2as + T3A33, . . ., T1A1n + - .. + Tplpy) =

Naudodamiesi vektoriu lygybe gauname

zr1a11 =0,
T1a12 + Toa2 = 0,
T1a13 + Taao3 + r3a33 = 0,

Is paskutiniosios lygé¢iu sistemos isplaukia, kad z; = ... = z,, = 0. Taigi, nagrinéjamas
vektoriu rinkinys tiesiskai nepriklausomas ir jo rangas lygus vektoriu skaiciui, arba tiesiog
lygus 7.

S

Tarkime, kad duota tiesiniu lygciu sistema

Zaijxj = bi, (Z = 1,...,m).
j=1

SuraSe Sios sistemos koeficientus tokiu budu

al a2 Ce A1n
a a ce a

A= 21 22 2n ’
m1 am2 cee Omn

gausime staciakampe skaic¢iu lentele, kuria vadinsime tiesiniu lygc¢iu sistemos koeficientu
matrica. Beje, atkreipsime skaitytojo démesi, kad Sios matricos eilutes arba stulpelius
galime interpretuoti kaip vektorius eilutes arba stulpelius, atitinkamai.

Apibrézimas Matricos eiluc¢iu (stulpeliu) rangu vadinsime Sios matricos eiluciu
(stulpeliu ) pagalba sudarytu vektoriu eilu¢iu (stulpeliu) ranga.

13 Teoremos déka gauname, kad matricos

aip ai2 N AT

0 29 A23 ... Qop .
,aii%Oz:l,...,r

0 0 ap ... G

rangas lygus r.

Apibrézimas Matricos elementariaisias pertvarkiais vadinsime jos eiluciu arba stul-
peliu elementariuosius pertvarkius.
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15 Teorema Bet kokia, nenuline matrica, elementariaisiais pertvarkiais galime pert-
varkyti i matrica:

10 ... 0
0O 1 0 0
0 0 1 0 01’
o o ... ... ... ... 0

kurios pirmose r eilutése ir r stulpeliuose yra lygiai r vienetu (kiekvienoje po viena),
r < min (m,n).

S

Tarkime, kad duota matrica

ai ai2 Ce A1n
a1 ao9 e aon,
Am 1 Am2 ceo Qmn

Laikykime, kad a1; # 0. PrieSingu atveju sukeite eilutes vietomis galime pasiekti,
kad pirmoje eilutéje, pirmasis koeficientas butu nelygus nuliui. Na, o jeigu visi a;1 =
0, (i = 1,...,m) tai keisdami eilutes ir stulpelius vietomis galime pasiekti, kad pradinée
prielaida butu ispildyta. Prisiminkime, kad elementarieji pertvarkiai nekeicia vektoriu
rinkiniy rangu! Elgsimés panasiai kaip ir spresdami tiesines lygciu sistemas Gauso metodu.

Pridékime prie i—osios eilutés pirmaja eilute padauginta i skaiciaus —a;1/a11, @ =
2,...,m. Gausime matrica

aél a{llg) . a%ﬁ

a22 . .. a2n
AR
0 agn% . agn%.
Tegu a%) # 0 (priesingu atveju elgsimeés kaip ir pirmajame zingsnyje). Prie paskutinio-
sios matricos i—osios eilutés ¢ = 3,. .., m pridedame antraja eilute padauginta is daugiklio
—aﬁ)/ aS; ir gauname,

aii a a3 e a
0 agllj) cee agl;s
0 0 a:(,,? - agi)
o o a% ... ),

Elgdamiesi analogiskai, atlike » — 1 Zingsni gauname tokia matrica:
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W Ae

a/22 a/23 LY DY a/2n
o o af ... P
0 0 ag«_l) c. ag’%_l)
0 . 0 . 0

Tuo atveju, kai r = m, nuliniu eilu¢iu matricoje nebus. Toliau, visiskai analogiskai pert-
varkydami paskutiniosio matricos stulpelius gausime

by 0 ... 0 . 0
0 b O ... ... O
0 0 b33 O .0
0O ... ... by 0... O
o ... ... O ... 0

Teoremos irodyma gausime, jeigu i—aja eilute (stulpeli) padauginsime is 1/b;;

S

Is paskutiniosios teoremos iSplaukia, kad matricos stulpeliu bei eilu¢iu rangai sutampa.
Todél naturalu matricos eiluciu arba stulpeliu rango neskirti, ir Siuos abu rangus vadinti
tiesiog matricos rangu.

Sis algoritmas sudaro prielaidas ne tik nustatyti rinkinio ranga, bet ir nustatyti, kurie
vektoriai yra nepriklausomi.
Tarkime, kad duotas toks vektoriu rinkinys:

o =(2,1,1,0), as=(-1,1,1,-1), az=(1,2,2,-1), as=(0,3,3,-2).

Raskime Sio vektoriu rinkinio ranga, bei nustatykime, kurie vektoriai yra nepriklau-
somi.
Surasykime Siuos vektorius eilutémis i matrica. Gauname

2 1 1 0 (v)
~1 1 1 =1 (vo)
1 2 2 -1 (v3)

0 3 3 —2 (vg)

Pasirinke trecia eilute generaline, ir atlike veiksmus vs + vo, —2v3 + v1 bei sukeite
trecia eilute su pirmaja gauname matrica

1 2 2 -1 (v3)
0 3 3 —2 (vy)
000 0 (v)

000 0 (vg)

Gavome matrica, kuri turi trapecine forma, kurioje dvi nenulinés eilutés. Taigi vektoriu
rinkinio rangas (maksimalus nepriklausomu vektoriu skai¢ius rinkinyje) yra lygus 2. Dar
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daugiau, nepriklausomu vektoriu pora sudaro v; ir vz vektoriai. Atkreipsime skaitytojo
démesi, kad nepriklausomu vektoriu pora galéjo biuti ir kita, jei butume kita seka atlike
veiksmus.

Is paskutiniosios teoremos iSplaukia, kad matricos stulpeliu bei eilu¢iu rangai sutampa.
Todél natiiralu matricos eiluciuy arba stulpeliu rango neskirti, ir Siuos abu rangus vadinti
tiesiog matricos rangu.

3.7 Tiesiniy lygé€iu sistemuy suderinamumo salygos

Tarkime, kad duota tiesiniu lygciu sistema
n
Zaijxj = bi, (Z = 1,.. . ,m).
j=1

Tegu kaip ir auksciau

ai; a2 ... Qin
A — as1 a99 “u aon ’
aGm1 Am2 ... Amn
all ai12 e A1n |b1
B— ao1 a929 e aon, |b2
am1 Am2 oo Amn |bn

Tada teisinga tokia teorema:
16 Teorema(Kronekerio - Kapelio) Tiesiniu lygciu sistema yra suderinta tada ir tik
tada, kai rangA = rangB.

S)
Visu pirma tarkime, kad t.l.s. yra suderinta. Tuomet egzistuoja realiuju skaiciu
rinkinys (1, ...,[,) su kuriuo teisinga lygybe:

B=> 1;8,
j=1

kur 8 yra lygciu sistemos laisvuju nariy stulpelis, o 5, (j = 1,...,n) yra t.l. sistemos
koeficientuy stulpelis prie nezinojojo x;.

Antra vertus, paskutinioji lygybé reiskia, kad vektorius (8 yra vektoriu fi,..., 03,
tiesinis darinys. Tarkime, kad rangA = r. Tuomet egistuoja Siame vektoriu rinkinyje r
tiesiskai nepriklausomu vektoriu, tarkime

Bju"wﬁjr'
Vadinasi V3;, j ¢ I := {j1,...,Jr} teisingos lygybés
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ﬁj = Zc.jjk/@jk (j = 1, ce ,n).
k=1

Naudodamiesi paskutiniosiomis lygybémis lygciu sistema perrasome taip:

B= > LD b)) ¥ LB =>_ D> licii B+
j=1,j¢I. k=1 k=1 k=1j=1¢I,

T n

S B =D (D licii + 1) B =D arBi,
k=1 k=1

k=1 j=1j¢I,

n
Claar = Y, licjj +1;, - I8 paskutiniuju lygybiu iSplaukia, kad vektorius 3 yra vektoriu
i=1,5¢1,

Birs-es ﬁjjr tjiisinis darinys, bet tuomet vektoriu 3, 3;,, ..., 3;, rinkinys yra tiesiskai prik-
lausomas ir jo rangas taip pat yra r. Taigi rangA = rangB =r.

Irodysime atvirkscia teigini. Tarkime, kad 3;,,...3;, koks nors nepriklausomu vekto-
riy stulpeliuy rinkinys matricoje B. Matricos B rangas lygus r, tai rinkinys 3, 8;,,..., 5;.
yra tiesiskai priklausomas. Taigi, egzistuoja nenulinis realiuju skai¢iu rinkinys [, ¢;,, . .., ¢;,

toks, kad teisinga lygybé:
lﬁ + Z Cjkﬁjk = 0.
k=1

Be to pastebékime, kad [ # 0 (kodél?). Tuomet i§ pastarosios lygybeés isplaukia

B=>d;B;,
j=1

Cla

d' _ 07 j ¢ I"”?
T =/l g€ I
Bet pastaroji lygybé reiskia, kad t.l.s yra suderinta, dar daugiau, nurodéme ir jos sprendini.
2]
17 Teorema Tiesiniu lygciu sistema apibrézta, kai rangA =rangB =n ir neapibrézta,
kai rangA =rangB < n.

S
Aigku, kad rangA =rangB =n gali buti tik tuo atveju, kai m > n. Bet tuomet t.l.s.

stulpeliai tiesiskai nepriklausomi. Siuo atveju tarkime priesingai, t.y. egzistuoja bent du
sprendiniai tokie, kad

chﬁj Zﬁ ir Zd]‘ﬁj Zﬁ
j=1 j=1
Tuomet
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3

(¢j — d;)B; = O.

j=1

Kadangi vektoriu rinkinys nepriklausomas, tai pastaroji lygybé galima tik su nuliniais

koeficientais. Taigi ¢; = d;, (j =1,...,n). Vadinasi sprendinys vienintelis.
Irodysime antraja teoremos dali. Tarkime, kad rang B=rangA < n. Taigi, vektoriu
B1, ..., By rinkinys yra tiesiskai priklausomas (kodél?). Tuomet egzistuoja nenulinis realiu

skai¢iu rinkinys t4,...,t, toks, kad

> ;8 =0.
j=1

Kadangi lygé¢iu sistemos matricos ir iSpléstinés t.l.s. matricos rangai sutampa, tai sistema
turi sprendini, sakykime l1,...,[,. Tuomet teisinga lygybeé

> 18 =8
=1

Pastaruju dvieju lygybiu déka gauname, kad

(L +1t;5)8; = 5.

1

n

J

Matome, kad rinkinys (¢1 +11,...;t, +1,) yra kitas sistemos sprendinys. Taigi, §iuo atveju
rinkinys turi ne vieninteli sprendini. Tuo baigiame teoremos irodyma.
SY

18 Teorema Tiesiniu homogeniniu lygé¢iu sistema turi ne nulini sprendini tada ir tik
tada, kai matricos rangas < k, ¢ia k = min(m,n), n stulpeliu, o m eiluciu skaicius.

S)

Irodyma paliekame skaitytojui.

53]

Tiesinés homogeninés lygc¢iu sistemos, kurioje m lygciu ir n nezinomuju yra erdvés
R™ tiesinis poerdvis.

Tarkime, kad duota m— lygciu su n nezinomaisiais homogenineé t.l.sistema. Tada, Sios
lygties sprendiniai, sudaro erdves R", poerdvi, kurio dimensija n—r, ¢ia r yra homogeninés
t.l.sistemos matricos A rangas. Aptarsime, kaip rasti Sio poerdvio baze. Sakykime, kad
duota homogeniné t.l.sistema.

D I A A A

{ 1171 + @122 + ... + a1y, =0

Am12T1 + Amaxo + ... + ampry = 0.

Pertvarke Sia sistema i trapecine gauname
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111 + a12x2 + ... + A1nTn — 0,
a99T2 + a23T3 +...+ aonln — 0,

Claay; 0@ =1,...r)irr < n.
Spresdami Sia sistema gauname Sios sistemos bendraji sprendini

/ / .
(ool g1y ey @p)y g ERyi=r+1,...,n.

Parinke nezinomuju 41, ...,2, vietoje skaicius ¢;, ¢ = r + 1,...,n, gauname sistemos
atskiraji sprendini. Taigi, Siuo atveju t. 1. sistema turi begalo daug sprendiniu.
Homogeninés sistemos atskiraji sprendini galime traktuoti, kaip erdvés R" elementa.

Sudarykime n —r atskiru Sios sistemos sprendiniu, laisvuosius nezinomuosius pasirinkdami
tokiu budu:

1 1 1 _
x£+1—1,x5+2—0 xg—O,
o1 =0, 20,5,=0, zp,3=1,...2;, =0,

Gausime tokius atskiruosius sprendinius:

(z1(1,0,...,0),25(1,0,...,0),25(1,0,...,0),...,2.(1,0,...,0),1,0,...,0)

(z77"(1,0,...,0),2577(0,0,...,1),257"(0,0,...,1),...,2"7"(0,0,...,1),0,0,...,1).

Pasirodo, kad sie vektoriai sudaro homogeninés t.1. sistemos sprendiniu generuoto poerdvio
V baze. Taigi, kiekviena Sios sistemos sprendini galima isreiksti Siu sprendiniu tiesiniu
dariniu.

Skaitytojui siulome isitikinti, kad sis vektoriu rinkinys yra tiesiskai nepriklausomas.

Temos teoriniai klausimai

3.1 Vektoriai. Vektoriu veiksmai;

3.2 Vektoriu tiesiné priklausomybe;

3.3 Teoremos apie vektoriu priklausomuma;

3.4 Erdveés R"™ bazé;

Teoremos apie rinkinius sudarancius erdves baze;
3.5 Vektoriu rinkinio rangas;
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3.6 Vektoriu rinkinio elementarieji pertvarkiai;

3.7 Vektoriu ir tiesiniu lygciu sistemu rysys;

3.8 Tiesiniu lygéiu sistemu suderinamumo salygos;
Vektorinés erdves poerdviai,

a) vektoriu rinkiniu generuoti poerdviai;

b) homogeniniu tiesiniu lyg¢iu sistemu sprendiniu generuoti poerdviai.

Uzdaviniai
1. Raskite vektoriu 3a — 503, kai

a=(1,2,0,4,5), 6=(2,1,—-1,4,1);

1 2

0 4

a=1q9]F=11

3 7

2. Raskite vektoriu v, jeigu 6o — v = 30 ir

1 -3

0 2
a=\1] 7=

2 9

3. Nustatykite ar duotieji vektoriu rinkiniai tiesiskai priklausomi:
a1 = (2,2, 1)7 Qo = (4,3,2), a3 = (10,8,5),

ATS: Priklausomas

51: 7ﬁ2: 7ﬁ3:

— N s W
I L )
W N = O
=
|
O W = =

ATS: Priklausomas

o = (3,4,2), ag = (2,1,1), az = (4,1, 1)ay = (1,1,2).

ATS: Priklausomas

7ﬁ3:

N DN W
=N W
=W N
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ATS: Nepriklausomas
4. Nustatykite ar vektoriu rinkiniai:

a) = (2, 1,3), g = (2, -1, —4), a3 = (1, —3,2);

b) = (3, 2, 1,4), Qg = (2, -1, —2,0), a3 = (1,0,0,0), oy = (—2,3,0,0);
2 2 4

c) Bi=13],B=-1]|,8=1]10
1 4 7

yra bazés atitinkamose erdvése.
ATS: a) ir b) yra bazés, o ¢)- ne.
5. Nustatykite, ar vektoriu rinkinys:

a1 =(2,4,-6,3), as = (3,2,4,2), s =(2,3,2,—4), ag = (—3,-2,3,2)

yra erdvés R* bazé. Jei taip, raskite vektoriaus o = (—3,4,7,1) koordinates §ioje bazéje.
ATS: Baze sudaro. Vektoriaus « koordinatés bazéje yra (1,0, 2, 3).
6. Nustatykite ar vektoriu rinkinys sudaro erdvés baze. Jei taip, raskite vektoriaus
a = (0,1,2,3) koordinates bazéje:
a1 =1(2,3,1,2); ae =(0,-2,3,1); az = (1,1,1,1); ag = (2,2,0,2).

ATS: Vektoriaus a koordinatés bazéje yra (7;3; —14;0).
7. Nustatykite ar vektoriu rinkinys

a1 = (172707 _450)a Qg = (17 _17 _3; 1a _3)a Q3 = (25 _37 _47 _57 _2)7

ay = (1,-9,1,6,2); as = (3,7, —8,—14, —7)

sudaro erdvés baze. Jei ne, raskite Sio rinkinio tiesinio apvalkalo generuoto poerdvio baze
bei dimensija. Nustatykite ar vektoriai

a=(3,-6,—-4,7,5)ir 8 = (0,8, —4,—5,—5)
priklauso Siam poerdviui. Jei taip raskite Siu vektoriu koordinates kokioje nors poerdvio
bazéje.
ATS: Bazés nesudaro. Vektorius a nepriklauso poerdviui, o vektorius — priklauso:
B =1las+ (—1)as + (—1)a; (viena i§ galimybiu)
8. Raskite pateiktuju vektoriu rinkiniu rangus:

a) a; = (1,4), as = (2,8), ag = (—3,—-12), ay = (5,20);
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b) a1 = (4,1,2), as =(2,3,4), as = (—2,2,2), ag = (10,0, 2);

4 1 3 4

7 2 9 1
c) =1 B=3g] = 5| =] 4

1 4 -3 —11

ATS: a) rangas lygus 1; b) rangas lygus 2; a) rangas lygus 3;
9. Nustatykite, su kokiomis parametro reikSmémis vektoriai a, = (—1,4a,3,2), B =
(b,2,b — 2,1) priklauso vektoriu rinkinio

2 4 3 2
3 -2 2 1
c) B = 1 B2 = 3 Ps = _9 Ba = _3
1 1 -3 -2

generuotam poerdviui.

ATS:a=28; b="1.

10. Raskite homogeniniu tls-os sprendiniu generuoto poerdvio baze bei dimensija.
Nustatykite ar vektoriai o = (0, -2, —2,—2,2) bei (0,2,2,3,2, —2) priklauso siam poerd-
viui. Jei taip, raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazéje.

.’171+$2—£C3+£C4+$5:O,
T+ 22 — x4 =0,
Ty —Tg—x3+ x4 — x5 =0,
r1+ 292+ x5 =0.

ATS: Vektorius « priklauso poerdviui, o f— nepriklauso. Poerdvio dimensija lygi 1,
o bazinis vektorius gali buti toks e} = (0, —1,—1,—1,1). Tada a = 2ej.

10. Raskite homogeniniu tls-os sprendiniu generuoto poerdvio baze bei dimensija.
Nustatykite ar vektoriai a = (4,6, —2,—2) bei (2, 3,2, —2) priklauso siam poerdviui. Jei
taip, raskite vektoriaus koordinates poerdvio bazéje.

r1+x2 +x3 4+ 4rg =0,
1+ x2 + 514 = 0,

21‘1 +$2—|—3ZL‘3+4$4:O7
1 — 3rg + 2x3 — 914 = 0.

ATS: Vektorius a priklauso poerdviui, o f— nepriklauso. Poerdvio dimensija lygi 1,
o bazinis vektorius gali buti toks ej = (—2,—-3,1,1). Tada o = —2e7.
11. Nustatykite pateiktu matricu rangus:

0 3 5 6
31_2232 1 -4 4 1 3
a) A= , by B=|-1 10 —4 9 9
6 —2 17 18 i 21 4 6 9
3453 2 4 4 3 3
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ATS: a) rangA=2; b) rangB =3.

IV. KVADRATINES MATRICOS.
KVADRATINIU MATRICU DETERMINANTAI

4.1 Matricos

Realiuju skaiciu lentele

ail ai12 Ce A1n

a a . a
A= 21 22 2n

Am1 Am2 Ce Amn,

vadinsime m X n eilés matrica. Trumpai Sia lentele Zymeésime taip:

A= (aij>;(z’:1,...,m), (j=1,...,n).

Kartais matricas Zzymeésime ir taip:

aq
A= ... | = (ﬁl,...,ﬁn),
Am
Cia
a;; (i=1,...,m)
yra n— maciai vektoriai eilutés, o
6]7 (.7 = 17 777')
yra m— maciai vektoriai stulpeliai.
Vektorius eiluté (al, - ,an) yra 1 x n, o stulpelis
by
o]l = mx1
bm

eilés, matricos.

Matrica, kurios eiluciu ir stulpeliu skaicius vienodas, vadinsime kvadratine. Kvadra-
tinés matricos eile vadinsime eiluciu arba stulpeliu skaiciu.

Kvadratinés matricos elementai ai1,a9s...,a,, vadinami  pagrindinés istrizainés
elementais, o elementai ay,,as,_1 ..., a,1— Salutinés istrizainés elementais.
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Matricu aibéje, panasiai kaip ir vektoriu aibéje, yra apibréziama transponavimo op-
eracija. Tarkime, kad duota matrica

al a2 Ce A1n
a a ce a
A= 21 22 2n
m1 am2 oo Omn
Tada matrica
ail ao1 ce Am1
a a ..o a
AT — 12 22 m2
A1n a2n e Amn,

vadinsime, matricos A, transponuotaja matrica. Nesunku pastebéti, kad transponavimo
operacija sukeicia pradinés matricos eilutes ir stulpelius vietomis. Taigi, jei pradinés ma-
tricos eilé m X n, tai transponuotosios matricos eilé yra n x m.

Kvadratiné matrica turinti savybe:

Qi = Qkq, iaj:]-a"'vn
vadinama simetrine, o matrica, kurios elementams galioja sarysiai
Qi = —Aki, iajzla"wn

vadinama asimetrine.
Matrica, kurios visi elementai lygiis nuliui, vadinsime nuline ir zymésime simboliu O.
Kvadratine matrica, kurios visi pagrindinés istrizainés elementai lygis vienam, o
kiti elementai lygtus nuliui, vadinsime vienetine. Ja Zymésime simboliu F,,, kur indek-
sas apacioje reiskia matricos eile, taigi

1 0 0
B, - 0 1 0
0 0 1

4.2 Matricy veiksmai

Aibe m x n eilés matricu, kuriu elementai realus skaiciai, zymésime simboliu

Rixn ={(aij); (i=1,...,m), (j=1,...,n)}.
Dvi tos pat eilés matricas vadinsime lygiomis, jeigu ju atitinkami elementai yra lygus
ir atvirksciai, t.y. (a;;) = (b;;) tada ir tik tada, kai a;; = b;;.
Dvieju matricu A = (aij), B = (bij) € Roxn suma vadinsime matrica C' = (cij) €
R.nxn, kurios elementai nusakyti tokiu budu:

(cij) = (am +bix); (i=1,...,m), (j=1,...,n).
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Matricos A = (aij) ir realaus skaiciaus [ sandauga vadinsime matrica
IA = (lagj); (i=1,...,m), (j=1,...,n).

Taigi, aibé R,,xn yra uzdara Sios aibés elementu sudéties ir daugybos i§ skaiciaus
atzvilgiu. Nurodysime kai kurias matricu veiksmu savybes. Sias savybes irodyti sitilome
paciam skaitytojui.

1) Matricu sudétis yra komutatyvi sudéties atzvilgiu:

A+ B=B+A.

2) Matricu sudétis asociatyvi:
(A+B)+C=A+(B+C).

3) Matriciné lygtis
A+X =B

turi vieninteli sprendini
X = (bz] _aij); (Z: 1,...,m), (j: 1,...,71).

Nesunku matyti, kad A+ O = A, A+ (—1)A = O. Kitaip tariant, matricu aibéje galioja
analogiska ”kélimo i kita puse keiciant zenkla priesingu” taisykle, kaip ir skaiciu aibéje.

4) Matricos ir realaus skaic¢iaus sandauga komutatyvi: [A = Al.

5) Tarkime, kad [,t € R ir A, B kokios tai tos pacios eilés matricos. Tuomet teisingi
sarysiai:

a) l(A+ B) =1A+1B,

b) (I+t)A=1A+1B,

c) (Ilt)A = l(tA).

Tarkime, kad A = (aij) yra m X s eilés, o B = (bij) yra s X n eilés, matricos.
Tada matricu A ir B sandauga, zymésime AB, vadinsime matrica C = AB = (cij); (i =
1,...,m), (j=1,...,n), ¢ia elementas ¢;; skai¢iuojamas tokiu budu:

Cij :Zaikbk]’; (i: 1,...,m),(j: 1,...,TL).
k=1

Taigi, norint apskaiciuoti matricos C' elementa c;; mums teks matricos A, i— osios
eilutés elementus, padauginti is atitinkamu matricos B j—osios eilutés elementu, o po to
visas sandaugas sudéti.

Is paskutiniojo apibrézimo aisku, kad daugybos operacija galima tik tarp matricu,
kurios turi savybe: pirmojo daugiklio stulpeliu skaic¢ius yra lygus antrojo daugiklio eiluciu
skaiciui. IS pastaruju samprotavimu aisSku, kad kvadratiniu matricu aibé uzdara ir daugy-
bos atzvilgiu.

64



Daugyba priesingai negu sudétis, bendrai paémus, néra komutatyvi t.y., AB # BA.
Siulome skaitytojui tuo isitikinti, atlikus daugybos operacija tarp dvieju, zemiau pateiktu

matricy:
1 2. (1 1
A—(O 0)11"3—(1 2).

1 Teorema Bet kokiai n—os eilés matricai teisinga lygybé:

AFE, = E, A= A.
Be to, vienetiné matrica yra vienintele.

S/
Pazymékime

6‘ _ 17k:j>
F70, k£ 5.

Tuomet vienetine n— os eilé matrica galime pazymeéti taip
E,=(8;); (i=1,...,n), j=1,...,n).

Ateityje kvadratinés matricos indeksu kitimo aibés nenurodysime, laikydami, kad i, k,j €
{1,...,n}. Tad tarkime, kad A = (aik).
Pazyméje AFE, = (cm) turime, kad
n
Cik — Zaijdjk = aikékk = Ak, (i, k= 1, Ce ,n).
j=1

Antra vertus, pazyméje

turime, kad
n
dz’k = Zéijajk = (5”a1k = Q;k, (Z,]{J = 1, N ,n).
j=1

Is paskutiniuju lygybiu iSplaukia pirmosios teoremos dalies irodymas.
Parodysime, kad vienetiné matrica n— os eilés matricu aibéje yra vienintelé.
Tarkime priesingai, t.y. egzistuoja kita matrica, pazymékime ja F = (eij) tokia, kad
AE = FA = A. Pasirinkime matrica A taip, kad visi jos elementai butu lygus nuliui,
isskyrus pagrindinés istrizainés elementus t.y. ass # 0. Tuomet is lygybés AE = A gau-

name
n .
_ _ Jaiiei, =0, i £k,
Ail. = ;€5 = o ik
= Qi3€ii = Qq4, T = K.

Vadinasi, e;; = 0 kai ¢ # k ir e;; = 1. Antra vertus, i$ lygybés FA = A gauname
n .
. _ ) €sslis = 0, 1 % S,
Qs = €ijAjs = . .
J_l eSSG/SS - a’SS? 1= S.
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Todél e;s = 0, kai tik 7 # s. Imdami s = 1, ..., n, gauname, kad matricos F visi pagrindinés
istrizainés elementai yra vienetai, o like - nuliai. O tai reigkia, kad E,, = FE.
S

2 Teorema Kvadratiniu matricu daugyba yra asociatyvi, bei distributyvi, t.y.

(AB)C = A(BC) ir A(B+C) = AB+ BC.

S
Pazymékime, AB = (lkm). Aigku, kad gy, = Y arjbjm. Tegu,
j=1
(AB)C = (dpq).
Tuomet

dpg =Y lpicig =Y (D apibij)ciq (4.1)
j=1

j=1 t=1

= Xn: zn: ape (bejcjq)-

j=1t=1

Pazymékime, BC' = (fkm) Taigi

n
Jj=1

Be to, paZzyméje
n
A(BC) = (giq) turésime, g;q = Z Gip fpq =
p=1

n n n n
Y i) bpicig =YY aip(byicjq)
1

p=1 Jj= p=1j=1

Is paskutinosios ir (4.1) lygybiu iSplaukia, kad kvadratiniu matricu daugyba yra asociatyvi.
Distributyvumo savybe sitilome skaitytojui irodyti savarankiskai.
S

3 Teorema Bet kokios eilés matricu aibéje teisinga lygybé
(AB)" = BTAT.

S/
Tarkime, kad matrica A yra m X s eilés, o matrica B yra s X n eilés. Pazymékime

(AB)" = D = (diy,) ir AB = C = (cit).
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Atkreipsime démesi, kad d;y = cgi; (i=1,...,n, k=1,...,m). Be to cx; = Y ax;bji.
j=1
Dauginame matricas BT ir AT, Visu pirma pazymékime
BTAT = (hyy).

Tuomet

n n
Py, = E bijai = E bjiak;j,
i=1 j=1

¢ia b, @ yra atitinkami matricu BT, AT elementai. Gavome, kad h;; = d;;. Bet tai ir
reikéjo irodyti.
&5,

4 Teorema Matricu sandaugos rangas turi savybe:
rang (AB) < min{rang A,rang B}.
S)

Tarkime, kad matricos A = (aij) eile yra m X s, o matricos B = (bjk) eilé s x n.
Pazymékime matricu A, B, ir AB rangus raidémis r4,7p ir r, atitinkamai. Kadangi

S
Cij :Zaz‘kbkj; (t=1,....,m), (j=1,...,n)
k=1

tai
> aikby;
C1y k=1
S
CQj = Z agkbkj —=
k=1
C S
" Z amkbkj
k=1
Cik
S
Cof .
E bi; , (1=1,...,n).
— -
Cmk

Is paskutiniosios lygybés isplaukia, kad matricos AB stulpeliai yra matricos A stulpeliu
tiesiniai dariniai. Kadangi matricos A rangas lygus r4, o visi matricos AB stulpeliai yra
matricos A stulpeliu tiesiniai dariniai, tai i§ rango apibrézimo iSplaukia, kad bet kurie
r4 + 1 matricos stulpeliai yra tiesiskai priklausomi. Taigi » < r4. Analogiskai

S S S
(i1, cizy - cin) = ( E aikb1, E aikbr2; - - -, E @ikbin) =
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Zaik(bk17bk2a Ce 7bkn>; (Z = 1, . ,m).
k=1

Paskutiniosios lygybés reiskia, kad matricos AB eilutés yra matricos B eilu¢iu tiesiniai
dariniai. Vadinasi, r < rp.
S

4.3 Kvadratiniy matricy determinantai

Pirmos eilés matricos (a) determinantu vadinsime skai¢iu a.
Antros eilés kvadratinés matricos

A— aip a2
az1 Q22
determinantu, kurj zymeésime tokiu budu:

ail a2

4]=|°
21 Aa22

vadinsime skaic¢iu
|A| = a11G22 — G12G21-
Trecios eilés kvadratinés matricos
aixz aiz2 ais

A= axn ax as
azy agzz2 ass

determinantu, kuri zymeésime
ailp aiz2 a3

’A|: az1 QAa22 0423
a3z; a3z ass

vadinsime skaic¢iu

|A| = ar11a22a33 + a12a23a31 + a13021032—

(a13a22a31 + ai2a21a33 + G11a23032)-

Tarkime, kad duota n— os eilés kvadratiné matrica

ail a12 e A1n

a1 a9 N 0 2]
A= "

Qan1 an2 co. Apn



Tada Sios matricos determinanta zymeésime simboliu

ail a12 . A1n

a a ..o Qa
|A| _ 21 22 2n

an1 an2 N Apyn,

Pries nurodydami n— os eilés determinanto skaiciavimo taisykles, pateiksime keleta
savoku.

Apibrézimas n— os eilés matricos determinanto |A| elemento a;; minoru (zymésime
M;; ) vadinsime determinanta, kuris lieka i$ §ios matricos determinanto isbraukus i— aja
eilute bei j—aji stulpeli.

Pavyzdziui
a2 AT
a9 ... Qon
My =
an2 ... Qpp

Apibrézimas Matricos elemento a;; adjunktu vadinsime skaiciu
Ayj = (1) M.
Tarkime, kad duota n— os eilés matrica. Tada jos determinantu vadinsime skaiciu
Al = a1 Avj + azjdoj + o+ anjAnj = ajiAjn +ajpdjo + .o+ ajnAjn,
(j = 1,...,n) jeigu jis egzistuoja. Beje, pastarosios lygybés vadinamos determinanto
skleidimu pagal j—aji stulpeli arba j— aja eilutes, atitinkamai.

Siuo "neefektyviu 7 apibrézimu mes Siek tiek rizikuojame, kadangi neatsakome i
)
klausima ar Sis apibrézimas néra tuscias ir antra, ar skai¢iuojant visuomet reikia skaiciuoti

sumas visiems (j = 1,...,n). IS karto nuraminsime skaitytoja, patvirtindami, kad taip i3
tiesu Sis apibrézimas yra turiningas ir kas svarbiausia, kad minimas skaicius i ties yra vien-
intelis visiems (j = 1,...,n). Apie tai placiau, jei skaitytojas susidométu, galima rasti A.

Matuliauskas ” Algebra” arba P. Survilos ir K. Bulotos knygoje ” Algebra ir skai¢iu teorija”.

Determinanto savybés.

1. I8 pastarojo apibrézimo isplaukia, kad |A| = |AT].

2. Aigku, kad jei bent vienos determinanto eilutés arba stulpelio visi elementai lygtus
nuliui, tai Sis determinantas lygus nuliui.

3. Sukeitus determinanto eilutes vietomis, determinanto zenklas pasikeicia i priesinga,
taciau absoliuti jo reiksmé nesikei¢ia. Tai iSplaukia i§ tokiu samprotavimu. Zinome, kad

|A| = a11M11 — a12M12 + ...+ (—1)1+”a1nM1n.
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Sukeite determinanto eilutes vietomis, tarkime pirmaja su antraja, ir skai¢iunodami deter-
minanto reikSme pagal antraja eilute turime, kad

ao1 a922 e a9,
a a Lo a

’A‘ — 11 12 1n —
Gn1 Gn2 ... Qdnn

—ap1 M1 + aroMys — ...+ (1) a1, My,

Tai ir irodo nagrinéjamo teiginio teisinguma.

4. Jei determinantas turi bent dvi vienodas eilutes arba stulpelius tai jo reikSmeée
lygi nuliui. Pastarasis tvirtinimas yra tiesioginé 3. savybeés isvada, kadangi sukeite dvi
vienodas eilutes vietomis gausime determinanta, kuris turi skirtis nuo pradinio zenklu,
taciau akivaizdu, kad tuo pat metu jo reikdmé turi buti tokia pat kaip ir pradinio (juk
sukeitéme vienodas eilutes) determinanto. Vadinasi ijmanomas tik vienintelis atvejis, t.y.
kai determinanto reikSme lygi nuliui.

5. I8 determinanto eilutés (stulpelio) galime iskelti bendra daugikli. Tai isplaukia i3
determinanto apibrézimo.

6. Apibendrindami dvi paskutiniasias savybes galime tvirtinti, kad jei determinantas
turi dvi proporcingas eilutes (stulpelius), tai jo reiksmeé lygi nuliui.

7. Jei vienos determinanto eilutes elementus padauginsime i$ kitos eilutes adjunktu ir
sudésime, tai §i suma bus lygi nuliui, pavyzdziui

aklAjl +...+ amAjn =0.

Zinome, kad

|A| = alejl + CLjQAjQ + ...+ ajnAjn-

Uzrasykime suma
D = aklAﬂ + akQAjQ +...+ a;mAjn.

Nesunku suprasti, kad paskutinioji suma reiskia determinanta, kurio j— oji ir k— oji eilutés
sutampa. Bet zinome, kad toks determinantas lygus nuliui.

8. Jeigu determinanto kokia norw eilute (stulpeli) padauginsime i§ skaiciaus nely-
gaus nuliui ir sudésime su kita eilute (stulpeliu) tai naujai gautas determinantas lygus
pradiniam. Pastarasis tvirtinimas yra tiesioginé 6. savybés isSvada. Siuloma ja patikrinti
skaitytojui paciam.

8. Paskutiniaja iSvada galime papildyti tokiu teiginiu: Jei determinanto kokia nors
eiluté yra kitu eiluciy tiesinis darinys, tai Sis determinantas lygus nuliui.

Determinanto skaic¢iavimas remiantis jo savybemis.

Determinanto eiluciu (stulpeliu) elemetariaisiais pertvarkiais vadinsime a) eiluciu
(stulpeliu) keitima vietomis, b) eilu¢iu (stulpeliu) dauginima i$ skai¢iaus nelygaus nuliui ir
¢) eiluciu (stulpeliu) sudéti. Remdamiesi auks¢iau isvardintomis savybémis galime tvirt-
inti, kad elementarieji pertvarkiai matrica keicia kita ir tokia, kad pradinés ir pakeistosios
matricos determinantai sutampa.
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Skaitytojui paliekame isitikinti, kad matricos A determinanta visuomet galime perra-
Syti zemiau nurodytu budu:

ai; a2 ... Qin ail 0 e 0
0 a a a aso 0 -
0 0 ... ann Apl Gp2 ... QOpp

4.4 AtvirksStiné matrica. Kramerio metodas.

Apibrézimas Sakysime, kad kvadratiné matrica yra reguliari, jeigu jos rangas lygus
matricos eilei. Priesingu atveju sakoma, kad matrica singuliari.
Apibrézimas Matrica A~! vadinsime matricai A atvirkstine matrica, jeigu

A7'A=AA"' = E.
Taigi, norint rasti matricos atvirkstine tenka spresti tokia lygciu sistema:

{AX:En(l)

YA=E,, (2) (4.3)

¢ia X ir Y nezinomos matricos. Vadinasi, jei paskutiniosios lyg¢iu sistemos sprendiniai
sutampa, tai atvirkstiné egzistuoja. Pasirodo, kad teisinga tokia

5 Teorema Jeigu egzistuoja 4.3 sistemos bent vienos i lygé¢iu sprendinys, tai egzis-
tuoja ir kitos lygties sprendinys. Dar daugiau, Sie sprendiniai sutampa.

S/

Sakykime, kad egzistuoja 4.3 sistemos (1) lygties sprendinys X = A’. Padauginkime,
is matricos A’, (2)- aja Sios sistemos lygti i§ desinés. Gauname

YAA'=E, A"

Bet AA’ = E, ir YE, =Y. Taigi, Y = A’. Samprotaudami analogiskai galime parodyti,
kad ir X = A'.

b

Kyla klausimas, ar kiekviena matrica turi atvirkstine?

6 Teorema Tam, kad matrica turétu atvirkstine butina ir pakankama, kad ji butu
reguliari.

S/

Tarkime, kad atvirkstiné matrica egzistuoja. Zinome, kad matricos E,, rangas lygus
n. Remdamiesi 4 teorema gauname, kad rang(AA~1) < rangA. Taigi, n < rangA. Antra
vertus, kvadratinés matricos rangas ne didesnis uz jos eile. Gauname, kad matricos A
rangas lygus n, taigi, matrica A reguliari.

Irodysime atvirkstini teigini. Tarkime, kad matricos A rangas lygus n. Matricine lygti
AX = F uzrasykime taip:

n n
2. a1 2. a1Tjn 1 ... 0
J=1 J=1

n e n =

Z Anjdj1 E AnjTjn 0 ce 1
j=1 j=1
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Naudodamiesi matricu lygybés apibrézimu, pakeiskime pastaraja lygybe tokia lygciu
sistema: .

Yoaxi=0; i #k, (i=1,...,m),

7= (4.4)

Pastaroji sistema reiskia n tiesiniu lygciu sistemu su n nezinomaisiais, aibe. Pastebékime,
kad visu §iu sistemu koeficientu matricos sutampa ir lygios matricai A. Kadangi matricos
A rangas yra lygus n, tai visos $ios sistemos turi sprendinius, tarkime

(iEjl,.’L'jg,...,.’L'jn); (] = 1,...,71).

Siuos sprendinius suraSe i matrica ir turésime ieskomaja atvirkstine matrica.

S

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad paskutinioji teorema pasiulo metoda, kaip
buitu galima apskaiciuoti matricos atvirkstine. Bet 8§is metodas turi ir trikuma, kadangi
norint rasti, kad ir trecios eilés matricos atvirkstine, tektu spresti tris lygciu sistemas.
Taciau néra to blogo kas neiSeitu i gera! Prisiminkime modifikuota Gauso metoda tiesiniu
lygéiu sistemoms spresti ir tai kas buvo auks¢iau pasakyta. Visos misu lygéiu sistemos
turi tas pacias matricas ir sistemos skiriasi tik laisvuju nariu stulpeliais. O tai reiskia,
kad visoms sistemoms atliekami tie patys eleminavimo zingsniai (suvedimas i trikampi
pavidala) skiriasi tik operaciju rezultatai atliekami su laisvuju nariu stulpeliais. Tikimes,
kad skaitytojas nesunkiai supras, kad (4.4) sistemu visuma galime perrasyti taip:

ail ag ... A1n 1 0 ... 0
a1 ao9 e Ao, 0 1 ... 0
an1 Qap2 ... Ann 0 0 o1

Kitaip tariant prie sistemu bendrosios matricos Salia priraSéme vienetine matrica. Beje,
kiekvienas vienetinés matricos stulpelis kartu su sistemos matrica nusako tam tikra t.l.
sistema. Gautoji matrica yra nx2n eilés. Jau zinome, kad eilu¢iu elementariuju pertvarkiu
déka, pastaraja matrica galime pertvarkyti i tokia:

1 0 . 0 C11 C12 ... Cin
1 . 0 C21 C29 ... Con
0 0o ... 1 Cnli Cn2 .- Cnn

C11 C12 ce Cln
A—l — C21 C22 e Con
Cni Cn2 Ce Cnn

(kodel?).
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7 Teorema Jeigu matricos A, ir B turi atvirkstines, tai ir ju sandauga turi atvirks-
tine, kuri skai¢iuojama tokiu budu:

(AB) ' =BtAa™L.

e
Patikrinkime, ar i$ tiesu B~'A~! yra matricos AB atvirkstiné. Taigi, pakanka suskai-
¢iuoti

(AB)(B~'A™') = A(BB ')A"' = AAT' = E,.
o

8 Teorema Jeigu matrica A turi atvirkstine, tai ir jos transponuotoji turi atvirkstine.
Be to, transponuotosios atvirkstiné yra lygi atvirkstinés transponuotajai, trumpai

() = ()

=
Aisku, kad
(AAY)" = ET

Todél (A_l)TAT = E' = E,. Tuo ir baigiame teoremos jrodyma.

S

9 Teorema Jei tiesinés lygéiu sistemos matrica reguliari, tai jos sprendinys yra
skaiciuojamas tokiu budu:

b1
X=A1...1],
bn
arba
XT — (bh 7bn) (A_I)Ta
¢ia
b1
6=1...1,
bn

yra laisvuju nariu stulpelis.
S
Nesunku suprasti, kad tiesiniu lygciu sistema, naudodami matricas, galime perrasyti
taip
AX = (3, kur X nezinomuju stulpelis.

Kadangi matrica A reguliari, tai ji turi atvirkstine. I§ ¢ia ir iSplaukia teoremos
irodymas.

S

Pasirodo, matricos reguliarumas priklauso nuo to ar matricos determinantas nulis ar
ne.
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10 Teorema Matrica A yra reguliari tada ir tik tada, kai |A| # 0.

S/

Tarkime, kad matrica reguliari. Tuomet jos rangas lygus n. Dar daugiau, elementa-
riuju pertvarkiu déka, Sia matrica galime transformuoti i matrica

10 ... 0
o 1 ... O
o o0 ... 1

Jau zinome, kad paskutiniosios matricos determinantas yra lygus 1 (zr. 4.2 lygybe).

Irodysime atvirkstini teigini. Tarkime, kad matricos determinantas nelygus nuliui.
Elementariuju pertvarkiu pagalba matricos determinanta galime transformuoti i determi-
nanta

al1 a12 ce A1n

0 agzy ... QA2pn
)

0 0 ... ann

kuris lygus pradinés matricos determinantui, beje, pagrindineés istrizainés visi elementai
nelygis nuliui. Pastebésime, kad paskutiniji determinanta atstovaujanti matrica

a1 a12 ce A1n
0 agzo ... QA92p
0 0 ... apn

reguliari, kadangi jos rangas lygus n.

S
Isvada Jei matrica singuliari, tai jos determinantas lygus nuliui.

Remdamiesi paskutiniaja teorema, 6 teorema perrasome taip:
11 Teorema Matrica A turi atvirkstine tada ir tik tada, kai |A| # 0. Dar daugiau,
atvirkstiné gali biiti skaiciuojama tokios formulés pagalba

All A21 s Anl
1 A A o A
A—l - = 12 22 n2
TR T
Aln A2n cee Ann

S/

Pirmoji teoremos dalis tiesioginé 10 teoremos iSvada. Parodykime, kad pateiktoji
matrica i§ tiesu yra matricai A atvirkstiné. Tam pakanka parodyti, kad matricos A ir
nurodytos matricos sandauga yra vienetiné matrica. Skai¢iuokime:

a1 a12 Ce A1n All Agl e Anl

Ga21 Q22 ... QA2p . L A A ... Apo _
Al

anl Gp2 .. Qpn A, Asy ... Ann
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(ﬁzaij%) = 6u; (ik=1,...,n).
j=1

Is paskutiniosios lygybés iSplaukia, kad nurodyta matrica yra atvirkstiné.
S¥

Tarkime, kad turime tiesiniu lygciu sistema

Zajixi = bj; (] = 1,...,71),
i=1

kurios matricos determinantas nelygus nuliui. Pastebésime, kad pastaraja lygcéiu sistema
galime uzraSyti matricine forma taip:

T bl
AX =8, x=[...],8=|...]. (4.5)

Ln bn

Kadangi matricos determinantas nelygus nuliui, tai egzistuoja Sios matricos atvirkstine
A~1. (4.5) lygybés abi puses padaugine is kairés i§ atvirkstinés matricos gauname,

I bl
=A1.
Ty by,
Antra vertus,
bl All A21 Anl bl
AL _ 1 A Ax Ap2 _
L A -
bn Aln A2n Ann bn
1 ]Z:]- Ajlbj e
| | Zl A]’nb] In
]:

1l A
xk_ W;A]kb] == W, k?—l,...,’fl. (4'6)

Apibendrindami pastebésime, kad k— asis nezinomasis yra lygus t.l.sistemos matricos,
kurios k—asis koeficientu stulpelis pakeistas laisvuju nariu stulpeliu, determinanto (kuri

pazymeéjome simboliu Ay ) ir tiesiniu lygéiu sistemos matricos determinanto, santykiui,
k=1,...,n.
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(4.6) formulés yra vadinamos Kramerio formulémis lygéiu sistemai spresti.

Ir pabaigai pastebésime, kad homogeniné t.l.s. turi nenulini sprendini tada ir tik
tada, kai jos matricos determinantas yra lygus nuliui. Sios pastabos irodyma palickame
skaitytojui.

4.5 Matricinés algebros taikymai. Leontjevo modelis

Laikysime, kad gamybine sistema sudaro n tkio subjektu, kuriuos pazymékime sim-

boliais Uy, ..., U,. Kiekvienas i§ Siu subjektu gamina kokia nors viena produkcijos rusi,
Pj; (j =1,...,n). Gaminamos produkcijos kiekius pazymékime x1,...,z, atitinkamai.
Tada vektoriu
X1
a=|"? , vadinsime gamybos plano vektoriumi.
T

Papildomai tarkime, kad gamybos technologija yra tokia, kad dalis gaminamos produk-
cijos yra sunaudojama vietinéms reikméms. Tarkime, kad Sie sunaudojami kiekiai yra
Y1,Y2, - - -, Yn atitinkamai. Tada

Y1

6= Y2 , vadinsime produkcijos sanaudu vektoriumi.

Yn

Skirtuma o — 3 = v vadinsime grynosios produkcijos vektoriumi, t.y.

1 — Y
T2 — Y2
’7 =
Tn — Yn
Tarkime, kad minétosios produkcijos poreikiai yra tokie cq,...,c,. Tada
C1
Co .. . .
0= , vadinsime paklausos vektoriumi.
C’I’L

Atsakykime, i toki klausima: kada ekonominé sistema yra subalansuota, t.y. kada grynosios
produkcijos kiekiai sutampa su paklausa? Kitaip tariant, kada v = 67

Tarkime, kad produkcijos P; vienetui pagaminti, kuris naudojamas ekonomineés siste-
mos vidaus poreikiams, yra sunaudojama visos produkcijos P; dalis a;; ¢ia 4,5 =1,...,n.
Skaiciai a;; yra vadinami technologiniais koeficientais, o matrica

ail a12 . A1n

a1 a9 N 0 5]
A= ",

Qan1 an2 oo Apn
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vadinama technologine matrica. Taigi, norint kad gamyba fukcionuotu, vidiniam vartoji-
mui reikalingas toks produkcijos kiekis:

6= Aa.
Tada grynosios produkcijos vektoriu galime isreiksti taip:
y=a—[0=a— Aa.
Prisiminkime, kad o« = E,,«. Tada a« — Ao = E,,a — Ao = (En — A)a. Taigi, balanso lygti

v = § galime perraSyti taip
( E, — A)a = 0.

Bet paskutinioji lygybé reiskia tokia lygéiu sistemas:

(1 —ai1)z1 — @122 — ... — A1p%y = C1,

—ag1x1 + (1 — age)xe — ... — agpy, = C2,
........................................ ,
—p1T1 — Apa®2 — ... + (1 — Qpn )Ty = cp

Galime padaryti tokia iSvada: norint sudaryti subalansuota ekonominés sistemos gamy-
binés veiklos plana @, reikia iSspresti paskutiniaja lygciu sistema. Pastarosios sistemos
sprendinys ir galétu buti laikomas planu @ = (Z7,...,7,), jeigu visos sprendinio kompo-
nentés z;, (j =1,...,n) yraneneigiamos. Neigiamos komponentés turédamos matematine
prasme, Sia savybe nepasizymi ekonomikoje. Tad planas @ turi buti ne tik lygties (En -
A)a = 0 sprendiniu, bet ir visos sprendinio komponentés turi buti neneigiamos. Apiben-
drinkime tai. Sakysime, kad ekonominé sistema, su technologine matrica A yra produktyvi,
jeigu balanso lygtis (En — A)a = ¢ turi sprendini @, kurio visos komponentés neneigiamos,
koks bebtitu produkcijos paklausos vektorius §. Mes zinome, kad butina ir pakankama bal-
anso lygties sprendinio egzistavimo salyga yra tokia: balanso lygties matrica yra reguliari.
Yra zinoma, kad

12 Teorema ekonominé sistema, kurios technologiné matrica A, yra produktyvi tada
ir tik tada, kai atvirkStiné matrica (En — A)_l egzistuoja ir visi Sios matricos elementai
yra teigiami.

Ekonominés sistemos produktyvumo paieskos uzdavinys yra vadinamas Leontjevo
modeliu.

Auksciau aptartas ekonominis modelis buvo isvystytas amerikiec¢iu ekonomisto W. W.
Leonteff. Technologiné matrica nurodo sarysius tarp ivairiu ekonominiu subjektu per tam
tikra laiko momenta. Beje, Sie sarySiai yra isreiksti procentiniai santykiais. Kiek kitaip
apzvelkime auksciau formalizuota tkine sistema. Tarkime, kad tukine sistema sudaro trys
gamybiniai subjektai A, B, C kurie tuo pat metu yra ir gamintojai ir vartotojai. Be §iu
subjektu galimi ir kiti iSoriniai vartotojai, nepriklausantys Siai gamintoju sistemai. Kita
vertus be Siu triju gamintoju gali buti ir kiti Siai triju gamintoju sistemai nepriklausantys
gamintojai, beje Sie gtamintojai savo produkcija sitilo vartotojams, bet subjektai A, B,C
Sios pagamintos produkcijos nevartoja. Vartotoju sektorius kaip ir gamintoju sektorius
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sutampa. Tai gali buti zemés ukis, atskiro pramonés Sakos, namu ukis, vyriausybé ir kt.
Aptarta modeli aprasome tokia matrica:

A 50 70 200 | 360

B 90 30 270 | 320

C 120 240 100 | 1050

KG | 420 370 940 | 4960

¢ia KV- kiti vartotojai ir KG- kiti gamintojai. Matricos eilutése nurodoma, kaip
atitinkamu gamybiniu subjektu produkcija yra vartojama kitu subjektu. Pavyzdziui,
gamybinio subjekto A 50 salyginiu vienetu suvartoja pats subjektas A, 70 vienetu su-
vartoja subjektas B, 200 vienetus subjektas C' ir 360— kiti vartotojai. Matricos stulpeliu-
ose yra nurodoma kiek, kitu gamybos sektoriu, produkcijos suvartoja fiksuotas sektorius.
Pavyzdziui subjektas B suvartoja 70 subjekto A produkto salyginiu vienetu, 30- subjekto
B (paties) vienetu, 240- subjekto C' vienetu ir 370 kitu gamintoju gaminamos produkcijos
vienetu. Jei nagrinéjama sistema subalansuota, tai eilutés bei atitinkamuose stulpeliuose
bendra produktu vienetu suma turi sutapti. Atkreipsime démesi, kad pirmosios eilutés bei
pirmojo stulpelio sumos lygios 680. Akivaizdu, kad padidinus vieno kurio nors subjekto
gamybinius pajégumus turi augti ir kitu subjektu gamybiniai pajégumai, o tuo paciu ir
vartojimas ir atvirksciai, jei tikiné sistema yra subalansuota.

Pastebésime, kad pateiktos tikinés sistemos technologiné matrica yra tokia:

_ .
A=\ 7 7

Ukinéje sistemoje yra gamintojai ir vartotojai. Beje, gamintojai tuo paéiu ir vartotojai.
Technologinéje matricoje koeficientai nurodo kokia visos pagamintos produkcijos dali su-
vartoja, gamybos procese, ukinis subjektas. Atkreipsime démesi, kad KG (kiti gamintojai)
tenkina tik tkineés sistemos poreikius ir nedalyvauja iSoriniu poreikiu tenkinimo procese.
Vadinasi padidéjus vartojimui tuo paciu turi didéti ir gamyba, tuo tarpu technologinés ma-
tricos koeficientai, esant subalansuotai ekonominei sistemai turi islikti pastoviis, kadangi
salyginiam vienetui pagaminti reikalinga kitu produktu dalis nepasikeicia. Tad galima
teigti, kad technologiné matrica yra ikine sistema charakterizuojantis dydis. Tad norint
nustatyti gamybos lygi (plana), padidéjus vartojimui tereikia iSspresti balanso lygti.

Panagrinékime aptarta teorine konstrukcija konkrec¢iu pavyzdziu. Tarkime tkine
sistema sudaro du gamybiniai subjektai, o sistema aprasoma tokia matrica:
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A B Kiti poreikiai Galutiniai poreikiai

A 240 500 460 1200

B 360 200 940 1500

Kiti gamybos faktoriai | 600 800 —

Bendra apimtis 1200 1500

Matome, kad Sios ukinés sistemos produkcijos iSoriniai poreikiai yra tokie: A produkcijos
460, o produkcijos B— 940.
Sudarykime Sios sistemos technologine matrica. Turime, kad

=05 1)

Tarkim, kad A produktu poreikis padidéjo nuo 460 iki 500, o produktu B poreikis nuo 940
iki 1200. Panagrinékime kaip pasikeis gamybos apimtis.
Aisku, kad siuo atveju atitinkamu gaminamu produktu skaic¢ius (poreikis) X 4, X5 gali
biti uzrasytas tokiomis lygtimis:
1

1
Xa= gXA+§XB+500;

3 9
— 2 X4+ —Xp + 1200.
0 AT BT

UzraSykime §ia sistema matricine lygtimi. Turime, kad
X 1 1
A\ _ T3 ). Xa n 500 7
Xp i Xp 1200

B e (500
xoaxre x- (9, oo ().

XpB

arba

Spresdami Sia matricu lygti gauname plano lygti:
X=(E-A""'C.
Tesdami skaic¢iavimus gauname, kad
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Tada

_ 130 50 500 1404.5
X=(E-4 10:(3—8 @)‘(12()0)%(1871)'

4.6 Kiti taikymai. Tiesinés nelygybés. Maziausiu kvadratuy metodas

Apibrézimas Tiesine nelygybe (toliau trumpinsime t.l.) su n nezinomuju vadinsime

nelygybe:
n
Z a;T; S b,
j=1
¢ia aj,b € Q, aj, (j = 1,...,n) vadinami nelygybés koeficientais, b— lygties laisvuoju
nariu, z; (j =1,...,n)— lygties nezinomaisiais.
Reiskinys 4x1 4+ 3x2 — 5x3 + x4 < 7 yra tiesiné nelygybé su keturiais nezinomaisiais.
Apibrézimas Racionaliuju skai¢iu rinkinj (l1,...,l,) vadinsime t. nelygybés spren-

diniu, jeigu Sis rinkinys tenkina nelygybe:

n

Z ajlj =b.

J=1

Kitaip tariant, minétasis rinkinys vadinamas sprendiniu, jeigu nelygybéje nezinomuju
vietoje irase §i rinkini gauname teisinga skaitine nelygybe.

Pavyzdziui skaic¢iu rinkinys (1,0,2) yra lygties 227 — 4xo + 5x3 < 12 sprendinys,
kadangi 12 < 12.

Ateityje nagrinésime tik dvieju kintamuju tiesines lygtis bei nelygybes. Skaitytojui
priminsime, kad dvieju kintamuju tiesine lygtis yra tieseés lygtis plokStumoje ax+by+c = 0.
Si tiesé plokstuma dalija i tris dalis ir kiekvienos dalies taskai, tiesés atzvilgiu, tenkina ta
pacia savybe, t.y. vienos plokstumos dalies taskus iraSe i tiesés lygti gausime neigiamas
skaitines reikSmes, kitos plokstumos dalies taskus iraSe i tiesés lygti gautume teigiamas
reikSmes, o trecios dalies taskai priklauso tiesei ir juos irase gautume skaitine reiksme lygia
nuliui. Iliustruokime pavyzdziu. Tarkime, kad duota tiesiné lygtis

r+y—3=0

zr. paveikslelis apacioje. + zenklas zymi plokStumos dali, kurios taskus irase i tieses lygti
gausime teigiamas skaitines reikSmes- — neigiamas skaitines reikSmes.
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[ ]

[ ]

Nesunku suprasti, kad jei reikia nurodyti dvieju nezinomuju tiesinés nelygybés spren-
diniu aibe, tai pakanka nurodyti pusplokstume, kurios taskai tenkina nurodyta nelygybe.
Pavyzdziui nelygybés

r+y—3<0

sprendiniu aibe sudaro pusplokstumeés dalis, kurios taskuose igyjama neigiama reikSmeé.

ApibrézimasFunkcija f(x,y) = ax + by + ¢, a,b,c yra realus skaiciai, vadinsime
tiesine dvieju kintamuju funkcija.

Tarkime, kad duota tiesiné funkcija f(x,y) = ax + by + ¢. Tada lygti f(x,y) = d, d—
realus skaicius vadinsime tiesinés funkcijos lygio linija. Pastebésime, kad tiesinés funkcijos
lygio linija yra tiesé. Taigi, su kiekviena tiesine funkcija galime susieti begalo daug lygio
liniju. Kiekvienos lygio linijos taskuose tiesiné funkcija igyja pastovias reikSmes. Jeigu su
tiesine funkcija susiejame lygio linija

f(z,y) =0,

tai Sios lygio linijos taskuose tiesinés funkcijos reik§meés lygios nuliui. Vadinasi §i lygio
linija dalija plokstuma i dvi dalis taip, kad vienoje plokStumos dalyje tiesinés funkcijos
reikSmeés yra teigiamos, o kitoje neigiamos. Dar daugiau, tiesinés funkcijos reikSmeés yra
pastovios tiesése, lygiagreCiose tiesei ax + by = 0 ir tolstant nuo minétos lygio linijos
+ pusplokstumeéje funkcijos reikSmes didéja, o — pusplokStumeéje- mazéja. Tai kas buvo
pasakyta reikia turéti omenyje, kai ieSkome tiesinés funkcijos didziausios arba maziausios
reikSmeés kokioje nors plokstumos dalyje.

Apibrézimas Tiesiniu nelygybiu aibe:

a1, + a2 + ...+ a1p Ty < by,
911 + @222 + ... + agnxy, < ba,

am1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn S bm,
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vadinsime m tiesiniy nelygybiu, su n nezinomaisiais, sistema.
Panagrinékime pavyzdi. Tarkime, kad duota tiesiniu nelygybiu sistema

x4y <100 (a),
x + 2y < 160 (b),
2z +y < 180 (),
z,y > 0.

Tada Sios nelygybiu sistemos sprendiniu aibé geometriskai pavaizduota pav. apacioje.

Aptarkime algoritma, kaip rasti dvieju kintamuju tiesinés funkcijos maksimalia (mi-
nimalia) reiksmes nurodytoje plokstumos dalyje, kuri yra nelygybiu sistemos sprendiniu
aibeé.

Tarkime duota tiesiné funkcija f(x,y) = ax + by + ¢. Raskime Sios tiesinés funkcijos
didziausia ir maziausia reikSmes nelygybiu sistemos

a1 + a2y ~ b,

an@ + azy ~ by, a;1, ai2, b €R,
1T + Am2y ~ b,

o simbolis ~ reiskia viena i$ simboliy <,>,=,<,> .

Algoritmas

1. Tiesiniu nelygybiu sistemoje esancias nelygybes keiciame lygybémis ir gauname
tiesiu lygtis.

2. Sias tiesiu lygtis braizome plokstumoje ir tuo pa¢iu nurodome tiesiniu nelygybiu
sprendiniu sritis.

3. Plokstumoje pazymime Sia sriti.

4. Surandame visu tiesiy susikirtimo taskus.

5. Randame tiesinés funkcijos reikSmes visuose susikirtimo taskuose.

6. Is reiksmiu, suskai¢iuotu 5. dalyje isrenkame didziausia ir maziausia. Sios reikdmés
ir bus ieskomosios.
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Pastaba Paprastai sprendziant §j uzdavini visu susikirtimo tasku rasti nereikia, ka-
dangi Sis darbas gana varginantis. Paprastai pakanka rasti ne daugiau negu dvieju tiesiu
susikirtimo taskus, kurie ieSkomi priklausomai nuo to, kaip plokstumoje yra iSsidestes lygio
linijos f(z,y) = 0 grafikas. Nubrézus §j grafika tampa aisku kuria kryptimi tiesiné funkcija
didéja, o kuria mazéja.

Panagrinékime pavyzdi. Tarkime, kad duota tiesiniu nelygybiu sistema

r+y <2 (a),
2 —y < 4 (b),
—3zx+y<1(c).

Raskime funkcijos f(z,y) = 3z 4+ 2y + 6 didziausia ir maziausia reikSmes nelygybiu sis-
temos sprendiniu aibéje. Randame nelygybiu sistemos sprendiniu aibe reprezentuojancia
plokstumos sriti ir nubréziame lygio linija 3z +2y+6 = 0 pav. Zzemiau. + zenklu pazymime
plokstumos dalj, kurioje nagrinéjama tiesiné funkcija teigiama (yra didéjanti, tolstant nuo
lygio linijos), o kitoje - mazéjanti.

-

Nesunku suprasti, kad nagrinéjama funkcija maksimalia reikSme igyja taske A, o
minimalia- taske B. Tasko A koordinatés akivaizdzios, t.y. (2,0), o tasko B gaunamos
sprendziant sistema:

-3z + 2y = 2,
{ 2c —y =4 '

Issprende gauname, kad B(—5, —14).
Vadinasi

ma f(z,y) = f(A) = £(2,0) = 18, min f(z,y) = [(B) = f(~5,~14) = ~26.

Maziausiy kvadraty metodas matricine forma.

Tarkime, kad tiesiné lygciu sistema

AX =Y
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yra nesuderinta. Tada tiesiné lygciu sistema
ATAX = ATY

yra vadinama sistemos AX = Y normaliaja sistema. Normaliosios sistemos sprendiniai
yra vadinami sistemos AX = B maziausiu kvadratu sprendiniais.
Pavyzdys Tarkime plokstumoje duoti n tasku

(@1,91)5 -5 (ZTns Yn)-
Problema tokia: rasti k— ojo laipsnio polinoma
Yy = akwk + ak_wk_l +a1x 4+ ag

”geriausiai” reprezentuojanti Siuos duomenis. Kitaip tariant rasime k— ojo laipsnio poli-
noma toki, kad atstumu nuo §iu tasku iki polinomo grafiko kadratu suma butu minimali.

Sudarome lygciu sistema polinomo koeficientams rasti darydami prielaida, kad Siam
polinomui priklauso minéti taskai.

k k—1 _
axTy + ak_lxllc +a1r1 +ap = Y1,
k —1 _
apTy + ap—1Ty ~ + 122 + Ao = Y2,

akl‘ﬁ + ak,1$ﬁ_1 + a1, + ag = Yn-

UzraSe matricine forma turime, kad AX =Y, cia

k k—1
acllg x]% Lo r1 1 ag U1
Ty  Xo x 1 Qp—
A g 2 2 2 y X g k 1 5 Y g y2
k k—1
Ty T T, 1 ag Un

Idomu tai, kad Si sistema, bendrai nagrinéjant, sprendiniu neturi, kadangi laisvai
pasirinkus taskus plokstumoje nereikia tiketis, kad Sie taskai priklausys polinomo grafikui.
Sudarome Sios sistemos normaliaja sistema, kuri jau turés sprendinius, o sprendiniai kaip
tik ir bus ieskomi polinomo koeficientai. Normalioji sistema yra tokia:

¥ o5 .. 2k ok .r]f_l coooxp 1
k—1 k=1 k—1 koo k-1

Y
1 1 ... 1 A ot U S |

Tada ieSkomus koeficientus randame tokiu budu:

ag
ap—1
= 1ATY.
ai
ao
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Panagrinékime konkretu pavyzdi.
Pavyzdys Duoti trys taskai (1,1); (2,3); (3,2). Naudodami maziausiu kvadratu
metoda raskite tiesés lygti ax + b = y geriausiai aproksimuojancia Siuos duomenis.
Sudarome sistema AX =Y, cia:
a+b=1,
{ 2a +b=3

3a+b=2;

arba
1 1 a 1
2 2 '(b>: 3
3 1 2

Padaugine abi lygybés puses i§ matricos A7 gauname:

(123)_ ;} .(a>_<123).§
111 - b 111 5

Atlike matricu aritmetinius veiksmus gauname
14 6\ (a)_ (13
6 3 b) \6 )
a\ _ -1 13 _ 1 3 —6)\ (13
b 6 6 \—6 14 6 )
a\ _ (3
b 1)

gauname, kad maziausiu kvadratu tiesé yra tokia:

Tada

Arba

L1
=—x+ 1.
¥Y=3
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Uzdaviniai

Matricos ir determinantai

1. Duota matrica

7T -2 14 6
6 2 3 -2
A= 5 4 1 0
8 0 2 0

a) Kokia matricos eilé?
b) Kam lygi suma a1 + asq + a4 + ass?
c¢) Raskite sios matrios pagrindinés ir Salutinés istrizainiu elementu skirtuma.

ATS: a) matricos eilé 4 x 4 arba tiesiog ketvirtos eilés matrica.
b) 7.
c) -11.

2. Tarkime, kad matrica A yra 3 x 4 eilés, kurios elementai apibrézti tokiu budu:
A= (ay); ay = (=1)""(2i + 37).

Sudarykite sia matrica.
ATS:
5 -8 11 -—-14
A=\| -7 10 -13 16
9 -—-12 15 -—18

3. Kompanija parduoda triju rusiu kilimeélius A, B, C, kurie be to yra raudonos, zalios,
melynos bei violetinés spalvos. Ménesio pardavimu ataskaita kompanija suraso i matrica,
kurios eilutése raso atitinkamu rusiu A, B,C pardavimu kiekius, o stulpeliuose nurodo
spalvos koda- raudona, zalia, mélyna, violetini, atitinkamai. Zemiau yra pateiktos Sausio
bei vasario pardavimu ataskaitos:

S: V:

N O N
N = o
S W
S Ot N
=~ N O
S W N
N W
SN

a) Kiek zaliu B rusies kilimeéliu buvo parduota sausio ménesj?
b) Kiek B rusies kiliméliu buvo parduota vasario ménesi?

¢) Kuri ménesi buvo daugiausia parduota violetiniu kiliméliu?
d) Kurios rusies ir kurios spalvos kiliméliu buvo parduota vienodai per abu ménesius?
e) Kuri ménesj daugiausia parduota B rusies kiliméliu?

f) Kiek i8 viso buvo parduota kiliméliu sausio ménesj?

g) Sudarykite abieju ménesiu pardavimu matrica G.
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h) Raskite metiniu pardavimu matrica M, jei zinoma, kad ji sudaroma tokiu budu:
100% didesni visu rusiy ir spalvy sausio pardavimai plius 200% didesni vasario ménesio
pardavimai.

ATS:a) 7; b) 3; «¢) Vasario, d) B; melyni; e) Vasario; f)

39;
g)
2 8 5 6
G=|2 4 6 7
6 7 8 6
h)
4 18 14 16
S = 6 11 15 16
16 14 18 18

4. Apskaiciuokite AB, BA bei, jei imanoma AB — BA, kai

0 1

2 -1 -2 1

va-(3 )= (3)
2 3 1 -2 4 1
¢ A=|-2 0 3|, B=[0 2 0
1 -1 1 -3 1 0

Isitikinkite, kad
(AB)T = BT AT,

ATS: a) skirtumas negalimas b)

4 s 4 22 -9
b) AB—BA:(_19 4) b) AB-BA=|-1 -5 -8
3 12 1
5. Jei imanoma apskaic¢iuokite sandaugas AB, kai
> 1 1 0 3 0
a) A= , B=11 —4 4 |;
-1 3 4 5 9 1 3
1 4 5 2



ATS: a) sandauga negalima. b) (32).

1 6 16 -3 11
o [2 12| a 10 -1 0
3 18 —7 —4 10

Isitikinkite, kad A(BC) = (AB)C.

ATS:

-4 -9

6 19 /-
7. Apskai¢iuokite A(B + C) jei

Das(3 20 ( e (3 )

Isitikinkite, kad A(B + C) = AB + BC.
ATS:
-4 1
-5 17 )°
8. Raskite matrica 3(A — 2I), jei I vienetiné antros eilés matrico, o
3 2
=)
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ATS:

304—2D==<3

9. Tarkime, kad duotos matricos:

Il
O Owl=
ool O

Atlikite tokius matricy veiksmus:
a) AB; b) CF; c¢) DG;
e) DI-3iG; f) 3A-2BC;

ATS:
-4 11 =2
2) (3 ~12 3)’ b)
0 O
e) [0 -1
1 2

3

)

0 -1 1 1 00
1),0: 0 3|, D=(0 1 1]/,
2 4 1 2 1
300
2 4),, G=|(0 6 0],
00 3
0 1 00
0|, I=10 10
3 00 1
d) EC,
g) 2I-1GH; h) (DCO)A
~1 3.0 0 .
31, ¢ [0 6 3].4d <23),
8 3 12 3
0 0 0 0
1];f) (o -1 1];
0 1 2 0
500 -1 5
0 2 11/; g 2 17
0o 0 2 1 31

10. Remiantis sutartimi firma privalo pastatyti 5 rastinius (RA), 7 karkasinius (KA)
bei 12 miiriniu (MU) namu. Sia sutarti galima apibrézti matrica A = (5 7 12). Siems
pastatams pastatyti reikia metalo (M), medienos (W), stiklo (S), gipso gaminiu (G), darbo
jégos (D). Trumpiniais zymime atitinkamu poreikiu vienetu skai¢iu. Susiekime kiekviena
pastata su medziagu poreikiais tokia matrica
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RA 5 20 16 | 7 17

KA 7 18 12 | 9 21

MU | 6 25 8 ) 13

a) Apskaiciuokite visu medziagu bendruosius poreikius.

b) Nustatykite kiekvieno namo bendraja samatine verte, jeigu M vienetas kainuoja
1500 Lt, W- 800 Lt, S- 500 Lt,G- 100 Lt, D-1000 Lt.

c¢) Nustatykite visu namu bendrasias statybos islaidas.

ATS: a) 146 526 260 158 388; b) 49200 52800 46500 c¢) 1173600.

11. Panagrinékime supaprastinta ekonomine sistema, kuria sudaro trys pramonés
sakos, tarkime zemés ukis (Z), pramoné (P) bei aptarnavimo sfera (A) bei trys salyginiai
vartotojai 1,2,3. Nesunku suprasti, kad ne tik iSoriniai vartotojai, bet ir Sios atskiros
pramonés Sakos gali biiti kitu saku produktu vartotojai. Siuo atveju laikome, kad pramonés
Saka néra savo produkcijos vartotoja, bet nesunju suprast, kad bendrai paémus taip galétu
buti. Tegu Dy, Do, D3— yra triju vartotoju poreikiu matricos, o Dz, Dp, Ds— yra
pramoneés Saku 1 x 3 eilés vartojimo matricos. Pavyzdziui tarkime, kad

Di=(3 2 5), Dy=(0 17 1), D3=(4 6 12)
ir
Dy;=(0 1 4), Dy=(20 0 8), D3s=(30 5 0).

Tarkime, kad salyginis zemés produkcijos kainuoja 10000 Lt, pramonés- 20000 Lt, o
aptarnavimo sferos - 40000LT.

a) Nustatykite bendra visu pramonés Saku gaminamos produkcijos poreikiu matrica.

b) Nustatykite kokias islaidas turi kiekviena atitinkama ukio Saka bei atitinkami
iSoriniai vartotojai esant nurodytoms salyginiu vienetu kainoms bei pirkimu kiekiams;

c¢) Nustatykite kiekvienos pramoneés Sakos gauta pelna.

ATS:
a) (57 31 30); b) (180000 520000 400000); (270000 380000 640000 ),

¢) (390000 100000 800000 ).
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12. Apskaiciuokite AX + B — C, kai

2 3 1 1 2 1

A=|o0o -1 2|, B=1 1 1],

3 2 2 2 3 1

2 3 1 L (12 27 1

C={0 10| X=g-|-3 18 -5

00 2 -6 -5 -7
000
ATS:a) O=[0 0 0
00 0

13. a) Raskite visas antros eilés matricas, kuriu kvadratas yra lygus nulinei matricai.
b) Raskite visas antros eilés matricas, kuriu kvadratas lygus vienetinei matricai.

ATS: a)
(a0) (60) (% Va) (0" Vi)

+£1 0 +1 «a
a *£1)7 0 =+£1)°

14. Raskite pateiktu matricu atvirkstines, naudodami Gauso-Zordano metoda, jeigu
egzistuoja:

2 3 4 2 0 1 ?)) (1) ; ?
a) A= 5 3 2|, b)B=|3 2 4 c) C=
-1 -2 2 5 0 2 Lozl
1 01 2
ATS:
1 10 —14 —6 1 17 -9 -3
a)A_lz—ﬂ' -12 8 16 ;b)B‘1:—§~ -7 12 4 |;
-7 1 =9 10 0 9
3 0 1 =5
. 1 [ =6 2 4 10
1
DCT=511 0 1 1
-1 0 -1 3



15. Isspreskite matricine lygti AX = B, naudodami Gauso-Zordano metoda:

2 1 3 -1 2 1
A=12 2 =3|;B=|0 10
1 0 2 2 01
ATS:
22 —6 5
X =- -31 13 =5
-6 3 0
16. Apskaic¢iuokite determinantus:
2 3 4 2 0 1 4 3 0
a)l 5 3 2(;b)(3 2 4|;¢0(2 5 -1
-1 -2 2 5 0 2 1 2 3
a2 o ppaas 01002
-5 6 10 -—11 2 1 3 4
d) ;e) ;f)lp 01 1 1
0o 0 4 -7 1 5 3 4
0 0 -3 2 3 2 3 2 40223
3 0 4 2 35

ATS:a) —44; b) —2 ¢) 47. d) —351; e) 33 f) 24.

s 3 4 6 o 4 2 01 3 5
2 3 2 4 2 3
b3 562 2 -1 2 2 -1 2
a)| -2 4 10 =3 430y 5 4 5 s
4 3 2 1 1
o a6 6 o 4 2 3 4 2 3
1 1 01 1 1

ATS: a) 106; b) —108

18. Apskaiciuokite matricos atvirkstine, naudodamiesi atvirkstinés matricos skaicia-
vimo formule (naudojant adjunktus):

do
NN N O
N O W N
— =N =
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ATS:

2 =2 1 1
3 =5 =2
1 1 -4 0 0 4
- | - —-1 _
a) =—7 23 Zl _65 ; a) B s |l2 2 5 3

19. Isspreskite pateiktas matricu lygtis:

v 2 (12 /(2 3
a) AB° XA ™+ B=F, A_(O 5 , B= EYE
—2 —14 _ (-2 1 (T 2
b) BT“ABXB "A=FE, A—<3 4 , B= 5 o)
2 1 0 1 2 3 1 0 0
o) AX+B=C, A=[12 1|, B=(2 3 1|, c=[0 0 1],
3 2 =3 1 1 1 1 1 0

ATS: .
a) X =B A Y (E-B)A*>=_. (12 8 )

\)

b) X:B_lA_leA_lB:;l-(_‘tSS —169)

34 99

. (-6 7 23

c) X:A_I(C—B):—E- 12 6 —16
2 11 9

20. Naudodami Kramerio metoda apskaiciuokite:

dxr 4+ 2y — z = 5,
a) {2x+3yf_”’ b) x—3y+8 =T,
¢ —dy =9, -5 —y + 2z = —6;
dr 42y —z+1t =11,
20 —y+82z—-1=09,
—bx + 13y 4+ 22 — 4t = -3,
rH+y+3z+1t=8.

x—3y+5z=0, d)

dr +y — 32 =3,
c) {
Tr + 3y — 9z = —4;

ATS:a) (—1,-3); b) (1,0,-1); «¢) (1,2,1); d) (2,1,1,2).

21. Naudodami Kramerio metoda nustatykite, kokios turi biiti parametru m, n reiks-
mes, kad sistema

93



r—y—+4z =n,

3r —2y+ 2= -2,
D {
S +my — 2z = —3;

turétu a) vieninteli sprendini, b) neturétu sprendiniu, ¢) turétu begalo daug sprendiniu?
ATS:a) m#-3; b) m=-3, n#—-1;¢) m=-3 n=—-1.
22. Kokia turi biiti parametro reikSme, kad sistema turétu vieninteli sprendini

T+y+z+mu=>5,
r+y+mz+u=1,
r+my+z+u=1,
mr+y+z+u=1.

ATS: m # 1.

23. Tarkime, kad ekonomine sistema sudaro du gamintojai. Ju produkcijos paklausos
matrica ir technologiné matrica, atitinkamai, yra tokie

a) = 560 0.7 0.2
7= \70) \03 05)°
b) = 520 0.7 0.5
7= \640 ) \02 04)°
Ar egzistuoja gamybos optimalus planas? Jei taip raskite §j plana.
4844 7900
ATS:)  a) (4466) b) (3700) ‘

24. Tarkime, kad ekonomines sistemos gamintoju technologinés ir atitinkamos poreikiu
matricos yra tokios:

05 0 0.5 100
a) A=[05 0 o0425], c=|200];

0 075 0.5 300

0.6 0.1 0.2 200

b) A=(01 04 01]), C=1 300

0.2 02 0.6 400

ATS:)

3 87000 2222

a) X =3[ 78000 | b) x~|1333

72000 2777
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25. Tarkime, kad tkine sistema sudaro du gamintojai, A ir B. Gamybos rysiu matrica
apibrézta tokiu budu:

A B Kiti poreikiai Galutiniai poretkiat
A 200 500 500 1200
B 400 200 900 1500

Kiti gamybos faktoriai | 600 800 —

Bendra apimtis 1200 1500

Raskite sios tikinés sistemos technologine matrica. Raskite tkiniu Saku A ir B pagamintos
produkcijos kiekius X4 ir Xp (gamybos plana), jei zinoma, kad poreikiai produkcijos A
pakis nuo 500 iki 600, o produkcijos B poreikiai pakis nuo 900 iki 805. Raskite KG (kitos
gamybos faktoriu) kastus K.

ATS: a) Xa=~1290, Xp~1425. K = 1405.

26. Tarkime, kad tkine sistema sudaro trys gamintojai, A B ir C. Gamybos rysiu
matrica apibrézta tokiu budu:

A B C Kiti poreikiai

A 18 30 45 15
B 27 30 60 | 3
C o4 40 60 | 26

Kiti gamybos faktoriai | 9 20 15 —

Raskite sios tkinés sistemos technologine matrica. Raskite ukiniu Saku A, B ir C' pagam-
intos produkcijos kiekius X4 ir Xp, X¢ (gamybos plana), jei zinoma, kad

a) produkcijos A poreikiai pakis iki 50, produkcijos B poreikiai pakis iki 40 ir produk-
cijos C poreikiai pakis iki 30.

b) produkcijos A poreikiai pakis iki 10, produkcijos B poreikiai pakis iki 10 ir produk-
cijos C poreikiai pakis iki 24.
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ATS: a) Xa~298, Xp~350, Xc -~ 443;
b) Xa~102, Xp=~125 Xc =~ 175.

27. Uzpildykite matricas taip, kad tukiné sistema biitu subalansuota

a)
A B Kiti poreikiai Galutiniai poreikiai
A 400 Y 300 1400
B 400 600 x 1500

Kiti gamybos faktoriai | 600 800 —

Bendra apimtis 1400 1500

ATS: a)z =500, y="700

28.

1) Raskite funkcijos f(z,y) = 10x + 12y maksimalia reiksme srityje
z +y < 60,
x,y > 0.

2) Raskite funkcijos f(z,y) = 4z — 6y maksimalia reiksme srityje

y<T,

3z —y <3,
r+y >3,
z,y > 0.

3) Raskite funkcijos f(z,y) = 7x + 3y minimalia reiksme srityje

3r—y > -2,
r+y <9,
x—y=—1,
x,y > 0.

4) Raskite funkcijos f(z,y) = 2z + y minimalia reiksme srityje

3r+y >3,
4x 4+ 3y > 6,
x4+ 2y > 2,
z,y > 0.
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5) Raskite funkcijos f(z,y) = 10z + 2y maksimalia reiksme srityje

x+2y >4,
{ r—2y >0,
z,y > 0.
ATS: 1) fmax(407 20) = 640; 2) fmin(27 3) = —10; 3) fmax(oa 1) =3
4)  fmin(0.6,1.2) = 2.4;  5)  fiax = 00 (neegzistuoja nes funkcija Sioje srityje
neapibrézta).

29. Statybinius irankius gaminantis verslininkas gamina dvieju rusiu irankius A ir
B. Kiekvienam irankiui pagaminti yra naudojamos dvi staklés S1 ir S2 bei baigiamuosius
zingsnius atliekantys darbuotojai D. Zemiau pateiktoje lenteléje pateikiamos darbo laiko
sanaudos reikalingos irankiams pagaminti:

S1 | 52 D
A | 2 1 1
B 1 1 1

Zinoma, kad per savaite pirmosios staklés gali dirbti ne daugiau negu 70h, antrosios staklés
ne daugiau negu 40h ir baigiamuosius darbus atliekantys darbininkai ne daugiau negu 90h.
Pardavus pirmaji iranki A gaunamas 40Lt pelnas, o antraji 60Lt pelnas. Nustatykite, kiek
ir kokiu irankiu reikétu pagaminti per savaite, kad pelnas butu didziausias. Koks Siuo
atveju bus pelnas?

ATS: 15A, 25B. Pelnas 2100Lt.

30. Gamykla i8 dvieju rudos rusiu R1, R2 isskiria dvi metalu rusis: metala A ir B
atitinkamai. Lenteléje yra pateikiami kiek kg. metalo yra iSskiriama i§ vienos tonos rudos
bei apacioje nurodyti kastai (K):

R1 R2

A | 100 200

200 50
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Gamykla privalo pagaminti ne maziau negu 3 tonas metalo A ir 2.5 tonos metalo B.
Nustatykite kiek ir kokio metalo turi buiti pagaminta, kad kastai btitu minimalts. Raskite
Siuos minimalius kastus.

ATS: 10tA, 10tB. Pelnas 1100Lt.

V. VEKTORIAI. DEKARTO KOORDINACIU SISTEMA

5.1 Skaliariné sandauga erdveje R"

Tarkime, kad duota vektoriné erdvé R"™. Priminsime, kad Sios erdvés elementai yra

vektoriai « = (aq, ..., ay,). Be mums jau zinomu vektoriu veiksmu Sioje erdvéje apibrézkime
dar viena operacija.
Apibrézimas Dvieju vektoriu a = (aq,...,a,) ir 3 = (by, ... b,) skaliarine sandauga

(zymésime a o ) vadinsime skaiciu
aof=aib; + ...+ ayby,.

Vektorinés erdvés savoka gana abstrakti, nors neabejoju, kad skaitytojas idémiau
studijaves ankstyvesne medziaga pastebéjo, kad vektorinés erdvés elementai (vektoriai)
turi savybes, kurias turi skaitytojui zinomu trimatés erdvés arba plokstumos, o gal net ir
tiesés elementai? Gana placia vektorinés erdves savoka Siek tiek susiaurinkime, reikalau-
dami, kad vektorinéje erdvéje biitu apibrézta skaliariné sandauga.

Apibrézimas Tarkime, kad z, vy, z bet kokie, vektorinés erdves R" elementai. Tuo-
met funkcija (p : R" x R"—R ), kuri dviems vektorinés erdveés elementams priskiria realu
skaiciu, vadinsime atstumu, jeigu ji turi savybes:

1) p(z,y) 20, p(z,y) =0z =y;

2) p(z,y) = ply, 2);

3) plz,y) < p(z,2) + p(z,y).

Kyla klausimas - kas gi toji funkcija p(,), kaip ja apibrézti. Pasirodo, kad tai atlikti
galime naudodami skaliarine sandauga. Skaitytojas nesunkiai gali patikrinti, kad visas
atstumo savybes tenkina funkcija

p(z,y) == /(x —y) o (z—y).

Kitaip tariant

py) = V@ — ) + o+ @ — g (5.1)

jeigu z,y € R™. Tikimés, kad skaitytojas supranta, kad atstumas tarp erdvés elementu
nusakomas ne vieninteliu budu! Ateityje mes nagrinésime vektoriniu erdviu R", kai n =
1,2, 3 su jose apibrézta (5.1) metrika, atitiktis.

5.2 Geometriniai vektoriai. Veiksmuy savybés

Prisiminkime mokyklinés geometrijos kursa, kitaip dar vadinama- Euklidine geomet-
rija. Euklidinés geometrijos objektas yra geometriniu figuru savybiu tieséje, plokstumoje,
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bei erdvéje, tyrimas. Priminsime skaitytojui, kad matematinés savokos - taskas, tiese,
plokstuma, erdvée, atstumas yra neapibréziamos, t.y. pirminés. Susitarkime tiese, plokstu-
ma, bei erdve, ateityje, jei nekils neaiSkumu, vadinti tiesiog erdvémis.

Geometriniu vektoriumi vadinsime tiesés atkarpa, su nurodytaja kryptimi. Taigi, vek-
torius erdveje apibrezia krypti ir "daugybe” atkarpu, turinciu ta pacia krypti ir ilgi reiskia
ta pati vektoriu. Beje, kiekviena tiesés atkarpa yra charakterizuojama ilgiu (tiesés atkarpos
charakteristika). Taip apibrézto vektoriaus atkarpos pradzios taska vadinsime vektoriaus
pradzios tasku, o taska, kuriame nurodoma kryptis - pabaigos tasku. Kitaip tariant du vek-
toriai lygus, kai vektorius nusakanciu atkarpu ilgiai vienodi ir kryptys sutampa. Vektorius
vadinsime kolineriais, jeigu juos nusakancios atkarpos lygiagrecios. IS pastarojo apibrézi-
mo iSplaukia, kad tieséje visi vektoriai kolinertus. Sakysime, kad vektoriai komplanariniai,
jei jie néra kolineriniai ir yra vienoje plok§tumoje. Sutarkime geometrini vektoriu zyméti
graikiskosios abécélés mazosiomis raidemis, jeigu mums bus nesvarbiis vektoriaus pradzios
bei pabaigos taskai. Jeigu vektorius jungia taskus A, B, ¢ia A yra vektoriaus pradzios, o
B— pabaigos taskai, tai tada vektoriu zymeésime AB.

Vektoriaus ir skai¢iaus ¢ € R, ¢ # 0, sandauga ca vadinsime vektoriu ~, kurio ilgis
skiriasi nuo pradinio vektoriaus ilgio ¢ vienetu (t.y. ¢ kartu ilgesnis, jei |¢| > 1 ir ¢ kartu
trumpesnis, jei 0 < |c¢| < 1, be to v kryptis ta pati kaip ir pradinio vektoriaus jei ¢ > 0
ir priesinga, jei ¢ < 0. Norétume pabrezti, kad daugindami vektoriu i§ skai¢iaus gauname
vektoriu, kolineru pradiniam vektoriui, t.y. vektoriai v ir « yra kolineris.

Geometriniu vektoriu aibéje sudéties operacija apibrézkime tokiu budu: sudédami du
vektorius visu pirma, abu démenis, atlike lygiagretu postiimi, perkeliame i viena taska.
Bréziame lygiagretaini (jei vektoriai nekolinerus), kurio krastines sudaro minétieji vekto-
riai. Tada Siu vektoriu suma vadinsime vektoriu, kurio pradzios taskas sutampa su démenu
pradzios tasku, o pabaigos taskas yra priesingoje lygiagretainio virsiinéje. Du vektorius
galime sudeti ir kitu, taip vadinamu trikampio, budu. Jo esmé tokia. Prie pirmojo démens
pabaigos tasko, lygiagretaus postumio pagalba, perkelkime antrojo démens pradzios taska.
Tada vektorius, jungiantis pirmojo démens pradzios taska su antrojo vektoriaus pabaigos
tasku bus vadinamas §iu vektoriy suma. Zinoma, visai nesvarbu kokiu buidu sudésime,
trikampio ar lygiagretainio, rezultatas bus tas pat. Vektoriaus « ir § skirtumu vadinsime
vektoriu « ir (—1)8 suma, trumpai o — 3 = a + (—1)3. Jei vektoriai kolinertus ir tos pat
krypties, tai ju suma yra vektorius, kurio ilgis lygus démenu ilgiu sumai, o kryptis tokia pat
kaip ir démenu. Jeigu vektoriu kryptys prieSingos, tai ju suma bus vadinamas vektorius,
kurio ilgis lygus vektoriu ilgiu skirtumui, o Sio vektoriaus kryptis sutampa su vektoriaus,
kurio ilgis didesnis, kryptimi.

Skaitytojui paliekame irodyti tokias vektoriu veiksmu savybes:

1) atf=p3+7 at(B+7)=(a+pB)+.
Be to, jeigu m,n € R, tai

2) (m+n)a =ma+ na, m(a+ ) = ma+ mp,

3) m(na) = (mn)a.
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Geometrinj vektoriu ag vadinsime vektoriaus « ortu, jeigu jis kolinerus vektoriui « ir
jo ilgis lygus vienetui. Geometrinio vektoriaus ilgi Zymésime |«|. Akivaizdu, kad bet koki
vektoriu galime uzraSyti o = |a|ag. Vektoriu « ir [ skaliarine sandauga, kuria zymeésime
« - 3, vadinsime skaic¢iu, kuris lygus vektoriu ilgio ir kampo tarp ju kosinuso reikSmés
sandaugai, t.y.

a- = |af|b] cos ¢,

v yra kampas tarp vektoriu « ir 3.

Tarkime duoti du vektoriai - o ir 8. Tada skaic¢iu prga := a - By vadinsime vek-
toriaus « projekcija vektoriaus (8 kryptimi, kur [y yra vektoriaus  ortas. I§ pastarojo
apibrézimo gauname gerai zinoma formule prga = a cos o, kur o yra kampas tarp vektoriu
a, B. Tarkime, kad duota vektoriu « ir § suma. Tada vektoriu sumos projekcija, tarkime
vektoriaus v kryptimi, yra lygi démenu projekciju sumai, t.y.

pr(a + B) = pryo+ pry B ir proka = kprya, (5.2)
¢ia k € R.
Skaliarinés sandaugos savybés

1. Skaliariné sandauga yra komutatyvi, t.y.
a-=0a.

2. Skaliariné sandrauga turi distributyvumo savybe:

(a+B)vy=a-v+B-7.

3. Jei vektoriai kolinerus, tai

” —7 bus tuo atveju, kai vektoriu kryptys priesingos (skiriasi 180° laipsniu kampu), o kitu
atveju bus + zZenklas.
4. Vektoriaus skaliariné sandauga is jo paties lygi

4) a-a=+/]a|?.

Tarkime, kad vektoriai «, 8 yra komplanariniai plokstumos vektoriai. Tada bet koki
vektoriu v galime uzrasyti tokiu budu: v = ma + ng, kur m,n yra vektoriaus vy projek-
cijos vektoriu «, # kryptimi, atitinkamai. Norédami tuo isitikinti, vektorius v, ma, ng
lygiagreciu postumiu perkelkime i bendra taska. Tai atlike pastebésime, kad vektorius ~y
yra lygiagretainio, kurio krastines apibrezia vektoriai ma ir nf, istrizainé. Jeigu o, 3,7 -
esantys ne vienoje plokstumoje erdvés vektoriai, tai naudodami dvieju nekolineriu vektoriu
sudéties taisykle, nuosekliai du kartus, bet kokiam erdveés vektoriui § gauname:

0 =ka+ 168+ my, (5.3)
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kur k,I,m yra vektoriaus 0 projekcijos vektoriu «, 3,y kryptimis, atitinkamai. Beje,
tikimeés, kad skaitytojas atkreipé démesi i tai, kad sumarinis vektorius 9, paskutinéje ly-
gybéje, geometriskai reiskia gretasienio, kurio krastines apibrézia vektoriai

ko, Iy, my,

istrizaine.

Tris, poromis statmenus ortus, kurie prasideda viename taske, vadinsime erdvés repe-
riu. Pazymékime Siuos ortus raidémis i, j, k. IS paskutiniosios lygybés iSplaukia, kad bet
koki erdvés vektoriu galime uzrasyti vektoriu i, j, k tiesiniais dariniais. Be to, jeigu

51 = k’li + llj + mlk, (0] 52 = kgi —+ lgj + 77’L2k7 tai

01+ 02 = (k1 + ko)i+ (I1 + 12)j + (mq + ma)k.

k(gl = kl{fli + k}llj + k:mlk

Sios lygybés irodymas isplaukia i§ vektoriu (5.2) projekciju savybiu.

Kyla klausimas- ar bet koks vektorius, reperio vektoriu tiesiniais dariniais, uzrasomas
vieninteliu budu? Tarkime priesingai, t.y. vektoriu ¢ galime uzrasyti vektoriu i, j, k tiesini-
ais dariniais ne vieninteliu budu. Taigi § = k1i+ [1j + mak, ir § = koi + [5j + mok. Atéme
lygtis viena i3 kitos gauname (prie vektoriaus ¢ pridedame vektoriu —d ),

0= (k‘l — kg)k + (ll - lz)j + (m1 — mz)k.

Is pastarosios lygybes isplaukia, kad ki = ko,l; = la,m; = ms. PrieSingu atveju
vektoriai i, j, k butu komplanariis, kadangi viena vektoriu galétume uzrasyti kitu tiesiniu
dariniu.

Du statmenus plokstumos ortus, prasidedancius bendrame taske, vadinsime ploks-
tumos reperiu. Analogiskai kaip ir erdvés atveju, plokStumos reperio vektoriu tiesiniu
dariniu galime isSreiksti bet koki plokstu- mos vektoriu. Dar daugiau, kiekvienas vektorius
iSreiskiamas vieninteliu budu.

Priskirkime geometriniam vektoriui d; jo projekcijas i vektorius i, j, k tokiu budu: d; =
(k1,11,mq). Issiaiskinome, kad nekomplanariu vektoriu tiesiniu dariniu galime iSreiksti
duota vektoriu vieninteliu biidu, todél teisingas ir atvirkscias veiksmas - bet kokiam
realiu skai¢iu rinkiniui (k,l,m) mes galime priskirti vieninteli geometrini vektoriu : ¢ :=
kii + [1j + m1k. Kadangi rySys tarp erdves vektoriu ir realiuju skaiciu rinkiniuy abipus
vienareiksmis, o realiuju skaic¢iu rinkiniu (I, m,n) aibé yra vektoriné erdvé R tai tikimés,
skaitytojas, susipazines su ankstesniuju skyreliu medziaga pastebéjo, kad vektoriai i, j, k
erdveéje atlieka bazeés vektoriu vaidmeni. Vadinasi tarp erdveés ir nagrinétosios vektorinés
erdvés R? elementu egzistuoja abipus vienareikimiskas sarysis (bijekcija). Todél ateityje
mes nebeskirsime vektoriu (vektorinés erdvés elementu) nuo geometriniu vektoriu, nors
vartodami vektoriaus savoka, omenyje turésime geometrini vektoriu.

Visiskai analogiskas rySys ir tarp vektorinés erdvés R? elementu ir plokstumos vek-
toriu.

Todél naturalu reperi vadinti erdvés (plokstumos) baze, kadangi bet koki vektoriu
galime uzrasyti (5.3) tiesinio darinio pagalba, o vektoriaus projekcijos reperio vektoriu
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kryptimi, yra jo koordinatés bazéje. Tikimes, kad skaitytojui tapo aiskus rySys tarp
jau nagrinétos vektoriniu erdviu R', R?, R? ir tiesés, plokstumos bei erdveés, atitinkamai.
Kadangi jau atkreipéme démesi, kad tarp kai kuriuy vektoriniu bei geometriniu vektoriu
erdviu egzistuoja abipus vienareiksmiska atitiktis, tai jau minéta, neapibrézta atstumo
savoka galime patikslinti, t.y. geometriniu vektoriu erdvéje atstumu laikysime atstuma,
tarp Siuos vektorius atitinkanc¢iy erdvés R" elementuy. Tad atstuma skaic¢iuosime rem-
damiesi (5.1) formule. Taciau atstuma galime apibrézti ir kiek kitu budu. Si buda ir
panagrinekime.

Ateityje vektoriu, kurio pradzia taske A, o galas taske B zymésime simboliu AB.
Tarkime, kad duota tiesé. Parinkime joje taska O, kuri pavadinkime pradzios tasku. Tegu
X bet koks kitas, fiksuotas, Sios tiesés taskas. Susitarkime vektoriaus 0X ilgi laikyti lygu
vienetui. Tokiu budu mes parenkame tieséje masteli, laikydami atkarpa OX vienetine.
Tad naturalu zymeéti 0X =i. Tasku pora O ir A, pasirinkta tiesé¢je nurodytu budu, bus
vadinama Dekarto koordinaciy sistema tieséje. Jeigu taskas X yra deSinéje puséje, tasko O
atzvilgiu, tai Sia koordinaciu sistema vadinsime tiesiogine, prieSingu atveju- netiesiogine.
Tarkime, kad A, bet koks tiesés OX taskas. Tada skaiciu z, kuriam teisinga lygybé: OA =
xi vadinsime tasko A koordinate duotoje koordinaciu sistemoje. Aisku, tada atstumas tarp
dvieju tasku, tarkime A ir B, yra lygus vektoriaus, jungianc¢io Siuos taskus, ilgiui. Jeigu A
koordinaté yra x, o B koordinaté yra y, tai tada p(X,Y) = |[x—y| (zr. 5.1 formulé), kadangi
esant apibréztai koordinaciu sistemai tieséje, jos taskus galime, abipus vienareiksSmiskai,
sutapatinti su vektorinés erdvés R! elementais.

Tarkime, kad duotos dvi statmenos tiesés plokstumoje. Ju susikirtimo taska pazy-
mekime raide O. Kaip ir tiesés atveju §i taska vadinsime, pradzios tasku. Tarkime, kad
taskas O yra ortu i ir j, esanciu skirtingose tiesése, pradzios taskas. Tarkime, Siu vektoriu
pabaigos taskai X ir Y — atitinkamai. Sias tieses vadinsime tiesémis OX (arba abscise)
ir OY, (arba ordinate) atitinkamai. Tiesiu OX ir OY sistema plokstumoje vadinama
ortogonaliaja Dekarto koordinaciu sistema. Su statmenomis tiesémis mes susiejome reperi,
kuris statmenoms tieséms suteiké orientacija (kryptis). Fiksuokime statu kampa tarp repe-
rio vektoriu, tuo paciu ir tiesiu. Sakykime, kad tiesés OX orientacija yra tiesioginé. Tada
sakysime, kad plokstumos ortogonalioji Dekarto koordinaciu sistema yra tiesiogine, jeigu
mazesnis kampas tarp vektoriu i, j yra teigiamas. Priminsime, kad kampas i, j teigiamas,
jeigu vektoriu i reikia sukti vektoriaus j kryptimi, pries laikrodzio rodykle. Kitu atveju
ortogonalioji Dekarto koordinaciu sistema bus vadinama netiesiogine. Koordinatinés asys
plokstuma dalija i keturias dalis, kurias mes vadinsime ketvir¢iais. Pirmuoju ketvirciu
vadinsime visus plokstumos taskus, kuriu abscise ir ordinaté yra teigiamos. Kiti ketvirciai
numeruojami eilés tvarka pries laikrodzio rodykle.

Pastebésime, kad bet kokio tasko B padéti plokStumoje visiskai apibrézia vektorius
OB , O pastarasis yra tiesinis vektoriu i, j darinys, t.y.

OB = i + j.

Plokstumos vektoriaus koordinates x,y vadinsime plokStumos tasko B koordinatémis ir
zymeésime B(z,y). Tarkime, kad B(by,bs) ir C(c1,c2) yra du plokstumos taskai. Tuomet
Siuos du taskus jungiancio vektoriaus BC ilgis yra lygus (zr. 5.1 formule )

p(B,C) = +/(c1 — b1)% + (c2 — b2)?,
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kadangi tap plokstumos tasku ir erdvés R? vektoriu egzistuoja abipus vienareiksmeé ati-
tiktis (bijekcija). Si skai¢iu vadinsime atstumu tarp tasku B, C. Beje, pastaraja formule
skaitytojas lengvai galétu gauti naudodamasis Pitagoro teoremal

Sakykime, kad duotos trys statmenos tiesés erdvéje. Ju susikirtimo taska pazymékime
raide O. Sji taska vadinsime, pradzios tasku. Tarkime, kad taskas O yra reperio vektoriu
i,j, k, esanciu skirtingose tiesése, pradzios taskas. Tarkime, Siu vektoriu pabaigos taskai
X, Y, Z— atitinkamai. Sias tieses vadinsime tiesémis Oz, Oy ir Oz atitinkamai. Tiesiu
Oz, Oy ir Oz sistema vadinsime ortogonaliaja Dekarto koordinaciu sistema erdvéje.

Pateiksime nelabai vykusi matematiniu pozitriu, bet skaitytojui lengviau suvokiama
desininés orientacijos savoka. Sakysime, kad reperis «, 3,y turi desinine orientacija, jeigu
vektoriaus v kryptis yra tokia, kad stovint reperio vektoriu bendrame taske, vektoriaus
~v kryptimi, vektorius « yra deSinéje, o (3 kairéje puseéje, t.y. vektoriu « ir 3 sistema
yra tiesioginé. Sakysime, kad erdvés Dekarto koordinaciu sistema yra tiesioginé, jeigu
reperis 1i,j,k turi deSinine orientacija. Reperi susieta su koordinaciu sistema vadinsime
koordinatiniu reperiu.

Kaip matuosime atstuma erdveéje? Pastebésime, kad bet kokio tasko B padéti erdvéje,
kurioje apibrézta koordinaciu sistema, nusako vektorius @, o pastarasis yra tiesinis
vektoriu i, j, k darinys, t.y.

OB = zi+ yj + zk.

Skai¢ius x,y, z vadinsime erdveés tasko B koordinatémis ir zymeésime B(x,y, z). Tarkime,
kad B(by,ba,bs) ir C(cy,co,c3) yra du erdves taskai. Tuomet Siuos du taskus jungiancio
vektoriaus BC ilgis, o tuo paciu ir atstumas tarp tasku B, C yra lygus (zr. 5.1 formule),

p(B,C) = /(c1 = b1)? + (c2 — b2)? + (c3 — b3)?.

Jeigu erdvéje (plokstumoje, tieséje) apibrézta koordinaciu sistema (ateityje naudosime
tik ortogonaliasias Dekarto koordinaciu sistemas), tai bet koks geometrinis vektorius abipus
vienareikSmiskai susietas su koordinaciu rinkiniu, t.y. Va ir V[ egzistuoja realiu skaiciu
trejetai tokie, kad

o = (al,ag,ag), 6: (bl,bg,bg). (54)
Nesunku isitikinti, kad Sie realiuju skaiciu trejetai yra vektoriu projekcijos vienetiniu
vektoriu i, j, k, kryptimis. Vadinasi

o = ali + agj + agk, ﬁ = bli + sz + bgk

Tarkime, kad A(a1,as,as3) yra vektoriaus pradzios, o B(by, ba, b3), — pabaigos, taskai.
Tada naudodami vektoriu sudéties taisykle gauname, kad AB = OB — OA. Bet tada
vektorius AB = (by —ay,by — ag, b3 — as).

Remdamiesi (5.1) formule gauname, kad vektoriaus ilgis (atstumas nuo koordinaciu

pradzios tasko iki tasko A ) yra
la| = 1\/a? + a2 + a2.

Turime, kad i = (1,0,0), j = (0,1,0), k= (0,0,1).
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Tada
i-j=0,i-k=0,j-k=0,
ir
i-i=1,k-k=1,j-j=1,
Daugindami vektoriu « skaliariskai su reperio 1, j, k vektoriais gauname kampus,
a a a
cosy = —1, cos g = —2, cos g = —3,
|af |af |af

kuriuos vektorius a sudaro su koordinatémis asimis Oz, Oy, Oz, atitinkamai.
Naudodamiesi geometriniu vektoriu skaliarinés sandaugos apibré zimu ir 5.4 lygybémis
gauname, kad

a1by + azb2 + azbs
|af|B| ’

a- (3 = aiby + asby + azbsz, cosy =

¢ia v yra kampas tarp vektoriu « ir 3.

Apibrézimas Vektoriu « ir § vektorine sandauga vadinsime vektoriu ~, kurio ilgis
lygus vektoriu « ir 3 ir kampo tarp ju sinuso sandaugai, be to jis statmenas vektoriu « ir
0 plokstumai ir orentuotas taip, kad vektoriu trejetas «, 3,y turi deSinine orientacija.

v =ax f=|al|f]sinyl,

¢ia vektorius 1 yra ortas, statmenas vektoriu «, § plokstumai, o vektoriu «, 3, sistema turi
desinine orientacija.

I$ pastarojo apibrézimo isplaukia, kad a x = —( x «).

Tarkime, kad 1i, j, k yra koordinatinis reperis. Tuomet

ixj=k jxk=1i kxi=j,

ixi=0,jxj=0,kxk=0. (5.5)

Tarkime, kad vektoriai v ir 3 apibrézti (5.4) lygybémis. Siulome skaitytojui, remiantis
(5.5) lygybémis irodyti zemiau pateiktas vektoriu savybes

1) axf=—(8xa);

2) (a+8) xy=axy+Fx7y;
i j k

3) axpB=|a ay as
b1 by b3
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Nesunku suprasti, kad jei vektoriai kolinerts, tai ju skaliariné sandauga lygi nuliui.
Prisiminkime, kad jei vektoriai statmeni, tai ju skaliariné sandauga lygi nuliui.

Aptarsime, atkarpos dalijimo uzdavini. Atkarpa yra tiesés dalis tarp dvieju tasku
A, B. Sakykime, kad minétoji atkarpa yra erdvéje, be to Sioje erdveje apibrézta Dekarto
koordinaciu sistema. Tuomet A(x1,y1,21), B(x2,y2, 22). Tarkime, kad taskas C(z,y,z)
priklauso atkarpai AB. Dalinkime atkarpa i dvi dalis taip, kad

AC
cg -

Pastebékime, kad vektoriai AC ir CB yra kolinerts. Kadangi norimas atkarpu dalijimo
santykis lygus A, tai AC = )\CB. Prisiminkime, kad du vektoriai lygus tada ir tik tada,
kai atitinkamos ju koordinatés yra lygios. Vadinasi

r— — z—z
g W S LD Y
T2 —T Y2 —y Z2 — %2
ISsprende nezinomuosius x, y, 2 gauname
T1+AT2 oyt Ay 21+ Az

1+x Y7 150 7T 15 (5.6)

Is paskutiniuju lygciu gauname ieskomo tasko koordinates. Pavyzdziui, jeigu norime
atkarpa dalyti pusiau, tai santykis A = 1. I§ paskutiniuju lygciu gauname, kad atkarpos
vidurio tasko koordinatés yra lygios:

T1+xT2 Y1 tY2 2zt 2
Yy = z .

2 7 2 2

Pabaigai pastebésime, kad A yra norimas atkarpu dalinimo santykis. Ja irasei (5.6) sistema
suskai¢iuojame ieskomo tasko koordinates. Beje, jeigu atkarpa plokstumoje, tereikia (5.6)
sistemoje atmesti kintamaji z. Jeigu atkarpa yra tieséje, tai reikia praleisti ir kintamaji y.

6. ’IIESES LYGTIS PLOKSTUMOJE. PLOKSTUMOS LYGTIS. TIESE
ERDVEJE

6.1 Tiesés lygtis plokStumoje

Laikysime, kad plokstumoje apibrézta Dekarto koordinaciu sistema. Tegu a = (a, b).
Uzrasykime tieses, kuriai priklausytu taskas Xg(zo,yo) ir kuri butu statmena vektoriui «,
lygti. Sakykime, kad taskas X (z,y) yra bet koks, laisvai pasirinktas, ieSskomosios tiesés
taskas. Tada vektorius X—XO> priklauso tiesei. Vadinasi, pastarasis vektorius ir vektorius
a yra statmeni. Kitaip tariant, taskas X priklausys iekomajai tiesei, jeigu vektorius (x —
Zo,Y — Yo) bus statmenas vektoriui . Uzrasykime siu vektoriu statmenumo salyga:

—

(6.1) a-XXo=a(r —x9)+bly —yo) =0.
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Tuomet pazyméje ¢ = —(axg + byg) gauname lygybe
(6.2) ax +by+c=0.

Vektoriu o = (a,b) vadinsime tiesés normaliniu vektoriumi.

Paskutinioji lygtis yra vadinama bendraja tiesés lygtimi, plokStumoje. Panagrinékime
Sia tieses lygti kiek placiau. Pastebékime, kad jei duota koordinaciu sistema, tai mes
galime vektoriu a ”valdyti.” Pavyzdziui, pareikalaukime, kad ieSkomajai tiesei priklausytu
koordinaciu pradzios taskas ir visi kiti tiesés taskai priklausytu arba pirmajam arba
treciajam ketviréiams. Sis reikalavimas ir atlieka vektoriaus o ”valdyma”, kadangi §iuo
atveju tiesé su absice sudaro 45° laipsniu kampa, taigi vektorius «, biidamas statmenas
ieskomajai tiesei, su absise turi sudaryti, pavyzdziui, 135° laipsnius (pastebékime, kad
duotai tiesei statmena vektoriu galime parinkti ne vieninteliu budu !). Nesunku suprasti,
kad Siuo atveju tinka vektorius o = (—a,a). Kadangi tiesei priklauso taskas (0,0), tai
naudodami (6.1) lygybe gauname, tokia tiesés lygties formule: y = x.

Jeigu vektorius, statmenas tiesei, yra vienetinis tuomet Sio vektoriaus koordinates
yra lygios ap = (cos,sin1)). Pareikalave, kad Sis vektorius butu statmenas tiesei, kuriai
priklauso taskas (zg,¥o), gauname taip vadinama normaline tiesés lygti

cos hx + sin Yy = g cos Y + yo siny = p, (6.3)

¢ia p— yra atstumas nuo tiesés iki koordinaciu pradzios tasko O. Atkreipsime skaity-
tojo démesi i iSties idomu ir paprasta rezultata. Bet apie viska iS eilés. Tarkime, kad
taskas Xo(xo,yo) nepriklauso tiesei. Zinome, kad vienetinio vektoriaus o ir vektorius
O—X(; skaliariné sandauga yra lygi vektoriaus O—X; projekcijai, vektoriaus ag kryptimi.
(Laikykime, kad tiesé skiria taskus O ir Xj. ) Pazymékime 8ia projekcija raide [. Nesunku
suprasti, kad skaic¢ius [ = p + d, kur p yra atstumas nuo koordinaciu pradzios iki tieses, o
d— atstumas nuo tasko X iki tiesés. Taigi, (o, yo) - (cos®,siny) = p + d arba

cos g + sinyyg = p + d arba cosxg + sinyy — p = d. (6.4)

Bet paskutinioji lygybé yra formulé, atstumui nuo bet kokio tasko iki tiesés skaiciuoti. T.y.,
jei vietoje nezinomuju z, y normalinéje tiesés lygties formuléje irasysime tasko koordinates,
gausime atstuma d nuo to tasko iki tiesés.

Isspreskime §j uzdavini bendrosios tiesés lygties atveju. Sakykime duota tiesés (6.1)
lygtis. Kaip rasti atstuma nuo bet kokio tasko iki Sios tiesés? UzraSykime Sios lygties
normaline lygti! Kaip tai padaryti jau zinome. Reikia vienetini vektoriu, kolineru vektoriui
(a,b), skaliariskai padauginti su vektoriaus (z — zg,y — yo). Bet vektoriui (a, b) kolinerus,
vienetinis vektorius yra

a b )
Vaz+ 02 Va2 + 2
Pastebésime, kad Siuo atveju mes susiduriame su problema, t.y. vektorius —a taip pat
kolinerus vektoriui (a,b). Tad kurj pasirinkti? Pasirinkima nulems (6.4) lygybé. Kodél?
Mes turédami bendraja tiesés lygti norime vektoriu (a,b) ”pritrumpinti ” ji iki vienetinio.
Taigi, visus lygties koeficientus dalijame i3 skaiciaus +|«a| taip, kad gautume (6.4) lygybes

a0 = (
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analoga. Bet (6.4) lygybése dydis —p — d yra neigiamas, kadangi p,d > 0. Todél mums
reikia parinkti toki zenkla, kad

c
— < 0.
+al

Skaicius )
M=—

+[a

vadinamas normuojanciu daugikliu.

Tarkime, kad zinome du A(z1,y1), B(x2,y2) plokstumos taskus. Kaip uzrasyti tiesés
lygti, kuriai priklausytu Sie du taskai. Visu pirma, ieSkomosios tiesés bet koki taska
pazymeékime X (x,y). Tuomet nesunku suprasti, kad vektoriai AX,ir BX yra kolinerus.
Taigi, naudodamiesi kolinerumo salyga gauname, kad egzistuoja realus skaicius £ € R
toks, kad

(v — 21,y —y1) = k(x — 22, — ¥2).

Is paskutiniosios vektorinés lygybés gauname

r—IT1 Y-y

T2 —I1 Y2 — 1

Paskutinioji lygybeé reiskia tiesés, kuriai priklauso taskai A ir B, lygti. Beje, jei kurio nors
santykio vardiklyje skirtumas bus lygus nuliui tarkime, kad y, —y; = 0, tai reiks, kad tiesés
tasku ordinatés yra pastovios, o tiesés lygtis yra y = y;. Perrase paskutiniaja lygybe tokiu
budu:

s " Yy—Y2
r—1r2 | y—u

gauname taip vadinama parametrine, lygties plokstumoje, forma.

Rasime tiesés lygti, jei zinoma, kad taskas A(zg,yo) priklauso tiesei, be to kampas
tarp tiesés bei absisiu asies yra 6.

Tarkime, kad X (x,y) bet koks laisvai pasirinktas tieseés taskas. Tuomet (x —zo,y—yo)
priklauso tiesei. Antra vertus, bet koks vienetinis tiesés vektorius ag yra lygus

o = cos #i + sin 6j.
Tada vienetinis vektorius, statmenas tiesei yra, pavyzdziui, toks
Bo = cos(90° + 6)i + sin(90° + 0)j = — sin 6i + cos bj.
Naudodamiesi (6.1) formule gauname, kad ieskomoji tiesés lygtis yra tokia:
—sinf(x — xg) + cosO(y — yo) = 0.

Sutvarke sia lygybe gauname

Yy —yo = tanf(x — xg).
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Pazymeéje tan 6 =: k, paskutiniaja lygybe perrasome taip
Yy —yo = k(x — x¢.) (6.5)

Skaicius k£ yra vadinamas tiesés krypties koeficientu. Jeigu duota tiesés bendroji lygtis, tai
tada
_a c
YT
Remdamiesi (6.5) lygtimi gauname, kad k = —a/b. Taigi, jei zinoma tiesés bendroji lygtis,
tai nesunkiai galime rasti tiesés krypties koeficienta.

6.2 Tiesiy tarpusavio padétis

Siame skyrelyje nagrinésime galimas tiesiu tarpusavio padétis. Visu pirma nurodysime
salygas, kuomet tiesés yra lygiagrecios arba statmenos.

Nesunku suprasti, kad jei tiesés lygiagrecios, tai Siu tiesiu normaliniai vektoriai yra
kolineruis. Sakykime tiesés apibréztos lygtimis

axr+by+c=0, aix+ by +c1 =0.

Naudodamiesi vektoriu kolinerumo salyga gauname, kad tiesés lygiagrecios tada ir tik tada,
kai

Taigi, tiesés lygiagrecios, jeigu ju koeficientai yra proporcingi. Analogiskai, tiesés yra
statmenos, jeigu statmeni ju normaliniai vektoriai, t.y.

aai + bb1 =0.

Pastaroji lygybeé yra tiesiu statmenumo salyga.

Tikimés, kad skaitytojas dar prisimena, kad kampas tarp tiesiu nusakomas ne vien-
areikSmiskai, jeigu tiesés ne statmenos ir ne lygiagrecios. Per daug saves nevarzydami,
kampu tarp tiesiu pavadinkime kampa tarp Siu tiesiu normaliniu vektoriu, t.y.

aaq + bby
Va2 +b2\/a% —|—b%.

1) = arccos

Aigku, kad jei dydis ¢ > 0, tai tada pasirenkamas mazesnis i§ kampu tarp tiesiu ir jei
1 < 0, tai parenkamas didesnis i§ kampu tarp tiesiu.

Sio skyrelio pabaigai norétume pateikti keleta pastabu. Visu pirma, jei norime rasti
dvieju tiesiu bendra taska, turime spresti lygciu sistema. IeSkomasis sistemos sprendinys
ir bus susikirtimo taskas. Jei sistema sprendiniu neturi, tai tiesés lygiagrecios.

Tarkime duotos dvi susikertancios tiesés:

ax +by+c=0, a1x + by +c1 =0.
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Raskime §iu tiesiu pusiaukampinés lygti. Atkreipsime démesi, kad bet koks pusiaukampinés
taskas turi savybe: - jis nuo abieju tiesiu nutoles vienodu atstumu. Si fakta ir isnaudosime.
Tarkime, kad X (z,y) yra bet koks laisvai pasirinktas pusiaukampinés taskas. Tada, kaip
jau esame mineje, atstumas nuo Sio tasko iki abieju kampo tiesiu vienodi, t.y.

laMx 4+ bMy — p| = |ay Myx + by Myy — p1].
Perrase paskutiniaja lygybe gauname
(aM £ a1 My)z + (bM £ b1 My)y — (p £ p1) =0,

kur zenklas ”7-” parenkamas tuo atveju, kai kampui, kuri dalija pusiaukampine, priklauso
koordinaciu pradzios taskas, o kitu atveju imamas zenklas ”+4”. Kodél taip yra, sitlome
panagrinéti skaitytojui.

6.3 Plokstumos lygtis

Sakykime, kad « = (a, b, ¢) vektorius, erdvéje. Tegu Xo(xo, Yo, 20) koks nors fiksuotas
erdvés taskas. Pareikalaukime, kad ieSkomajai plokStumai priklausytu taskas Xy ir be to
plokstuma biitu statmena vektoriui a. Tuomet bet koks ieSkomosios plokstumos vektorius
= s .. .

XXy = (x—x0,y — Yo, 2 — 2p) turi buti statmenas vektoriui a. Taigi

—

a'XXO:(aub7c>'(x_m07y_y07z_'20):0' (66)
Is pastarosios lygybés gauname bendraja plokstumos lygti
axr +by+cz+d=0. (6.7)

Vektoriu a vadinsime plokStumos normaliniu vektoriumi. Jeigu vektorius, statmenas
plokstumai, vienetinis

g = (cos 1, cos g, cos ¥3),
¢ia 1, Y9, Y3 yra kampai, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinémis asimis Ox, Oy, Oz,

atitinkamai, tuomet gauname plokstumos lygti

X cos 1 + ycos s + 2 cos s = p,

kuria vadinsime normaline, ¢ia p— atstumas nuo koordinaciu pradzios iki plokStumos.

Analogiskai, kaip ir tiesés plokstumoje atveju, norint i§ bendrosios tiesés lygties (zr.
6.3) gauti normaline, mums tereikia vektoriu v ”sutrumpinti” iki vienetinio. Tai atliekame
vektoriaus koordinates dalindami i§ dydzio

1
Y/
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Zenklas parenkamas taip, kad dydis dM < 0. Samprotavimai visiskai analogiski kaip ir
tiesés plokstumoje atveju. Sitlome skaitytojui paciam tai panagrinéti.

Rasime formule atstumui nuo tasko iki plokStumos skaic¢iuoti. Prisiminkime, kad
bet koki vektoriu daugindami (skaliariskai) i§ vienetinio, gauname pirmojo vektoriaus
projekcija vienetinio kryptimi. Tarkime, kad Ag(zo,yo0,20) yra bet koks erdvés taskas.
Tada skaliariné sandauga

m'a0:p+d,

kur p yra atstumas nuo koordinaciu pradzios iki plok§tumos, o d yra atstumas nuo tasko Ag
iki plokstumos, laikykime, kad plokstuma skiria taskus O ir A. Tai uztikrina, kad skaliariné
sandauga bus teigiama. (O kaip bus, jei taskai O ir Ay yra toje pat plokstumos puséje!)
Bet paskutinioji sakliariné sandauga (kairioji jos pusé) yra lygi normalinei plokstumos
lygties formai, kai vietoje nezinomuju irasSytos tasko Ag koordinatés, taigi

o cos Y1 + Yo cos Yo + zg cos Pz = p + d.

I8 paskutiniosios lygybés gauname formule tasko atstumui iki plokstumos rasti. Kitaip tari-
ant, norint rasti atstuma nuo tasko iki plokstumos, mums reikia i§ bendrosios plokstumos
lygties gauti normaline. Po to, irase nagrinéjamo tasko koordinates i normaline plokstumos
lygti, gausi me koki nors skai¢iu. Sio skai¢iaus absoliutiné reiksmeé ir bus atstumas nuo
tasko iki plokstumos.

Kampu tarp dvieju plokstumu laikysime kampa tarp siu plokstumu normaliniu vek-
toriu.

Taigi, kampo tarp dvieju plokstumu

ar+by+cz+d=0, a;x+biy+ciz+dy =0
kosinusas yra lygus
aaq + bby + ccq
VaZ + b2 + 2y /a3 + b? —l—C%.
IS pastarosios lygybés gauname, kad plokstumos statmenos, jeigu aai+bby +cc; = 0. Aisku,

kad plokstumos lygiagrecios, jeigu ju normaliniai vektoriai yra kolineriis, todél plokstumu
lygiagretumo salyga galime uzrasyti taip:

cos 1 =

Nesunku suprasti, kad plokstuma lygiagreti kuriai nors koordinatinei plokstumai,
tarkime Oxy tada ir tik tada, kai jos lygtyje koeficientai prie kintamuju z,y yra lygus
nuliui. Visai analogiskai, plokstuma lygiagreti koordinatinei agiai, tarkime Oy, jeigu koe-
ficientas, plokStumos lygtyje prie nezinomojo y yra lygus nuliui.

Rasime triju plokstumu bendra taska, jeigu jis egzistuoja. Norint atsakyti i §i klausi-
ma, mes turime iSspresti lygciu sistema

asx + boy + coz + do = 0,

{a1x+b1y+clz+d1:0,
G3$+b3y+032’+d3:0.
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Zinome, kad §i sistema gali biiti nesuderinta arba suderinta. Paskutiniuoju atveju, sistema
gali turéti viena arba begalo daug sprendiniu. Beje, tuo atveju kai sistema nesuderinta, tai-
pogi galima kai ka pasakyti apie plokstumu tarpusavio padéti. Aptarkime Sias galimybes.

1. Jeigu sistema suderinta, ir apibrézta, tai lyg€iu sistemos determinantas D yra
nelygus nuliui. Tad naudodamiesi, pavyzdziui, Kramerio formulémis gauname Sios sistemos
sprendini:

D y=2 = (6.8)
kur D;, i = 1,2, 3 yra sistemos determinantai, kuriuose ¢— asis stulpelis pakeistas laisvuju
nariu stulpeliu.

2. Jeigu D = 0, ir bent vienas i§ D; # 0, i = 1,2, 3, tai tada galime tokie atvejai

1) D neturi dvieju proporcingu eiluciu, t.y. sistemoje néra dvieju lygiagre¢iu plokstu-
mu, Siuo atveju trys plokstumos kas dvi kertasi lygiagreciomis tiesémis;

2) D turi dvi proporcingas eilutes, taigi Siuo atveju dvi plokstumos lygiagrecios, o
trecioji néra lygiagreti joms.

3. D = 0 ir visi skaitikliai lygiis nuliui. Siuo atveju susikirtimo taskai neapibrézti,
vadinasi plokStumos turi ne viena susikirtimo taska, jos susikerta vienoje tieséje arba
plokstumoje. Skirsime Siuos atvejus:

1) D neturi proporcingu eilu¢iu. Plokstumos néra lygiagrecios, bet visos susikerta
tieséje;

2) D dvi eilutés proporcingos, ir atitinkamos dvi plokstumos sutampa, bet trecioji
joms nelygiagreti;

3) D visos eilutés proporcingos, bet visos plokstumos skirtingos. Tuomet jos visos yra
lygiagrecios;

4) D visos eilutés proporcingos bet dvi plokstumos sutampa, o trecioji skirtinga;

5) D visos eilutés proporcingos, tada visos plokstumos sutampa.

Taigi, aptaréme galimas triju plokstumu tarpusavio padétis.

Tr =

6.4 Tiesé erdvéje

Praeitame skyrelyje mes pastebéjome, kad dvieju plokStumu susikirtimo rezultatas
yra tiesé, butent:
{a1x+bly+clz—l—d1 =0,
asx + boy + coz 4+ do = 0.

Sia sistema vadinsime bendraja tiesés lygties forma erdvéje.

Antra vertus, tiese erdveéje galime apibrézti jau mums pazistamu, vektoriniu budu.
Tarkime, kad 5 = (I, m,n) yra vektorius, o taskas (xg, yo, 20) priklauso ieskomajai tiesei,
kuri lygiagreti fiksuotam vektoriui §. Tarkime, kad taskas (x,y, z) yra, bet koks, laisvai
pasirinktas, Sios tiesés taskas. Tuomet vektoriai 5 ir (z — 2o,y — Yo, 2 — 20) yra kolinerts.
Taigi, teisingi tokie sarysiai:




Pastaroji lygtis vadinama tiesés kanonine lygtimi. Vektoriu 8 vadinsime, tiesés erdvéje,
lydinc¢iu vektoriumi. Matome, kad uzraSyti tiesés kanonine lygti mums pakanka zinoti
taska, kuris priklauso tiesei ir vektoriy, kuriam lygiagreti ieSkomoji tiesé. Pasinaudosime
Sia pastaba, uzrasydami tiesés, per du taskus, lygti erdvéje.

Tarkime, kad duoti du taskai (z1,y1,21) ir (22, y2, 22). Pareikalaukime, kad sie taskai
priklausytu ieskomajai tiesei. Pazymeékime

T = (332 —21,Y2 —Y1,%2 — 21)-

Tegu (z,y, z), bet koks laisvai pasirinktas tiesés taskas. Tada naudodamiesi tiesés kanonine

forma gauname, kad
r—x1 Y-y 22—z
T2 — T Y2 =1 22— 2
Tai tiesés, per du taskus erdvéje, lygtis.

Is kanoninés tiesés lygties gauname taip vadinama parametrine tiesés lygties forma:

r = xg + It,
{y:y0+mt;

z = 29 + nt.

Aptarsime metoda, kaip i§ bendrosios tiesés lygties formos gauti kanonine.
Tarkime, kad duota bendroji tiesés lygtis

{a1x+b1y+clz+d120, (6.9)

asx + boy + coz 4+ do = 0.

Norint uzrasyti kanonine tiesés lygties forma mes galima elgtis dvejopai: pirma, rasti
du taskus, kurie priklauso ploksStumu susikirtimo tiesei ir uzraSyti tiesés, kuriai prik-
lauso Sie du taskai, lygti (tai jau zinome kaip atlikti). Norint rasti plokstumu susikir-
timo tiesei priklausanti taska, pakanka vienam i$ nezinomuju parinkti konkrecia reikSme
ir ja pakeisti parinkta nezinomaji (6.9) lygciu sistemoje. Gausime dvieju lygéiu su dviem
nezinomaisiais sistema, kuria iSsprende gausime kitu nezinomuju skaitines reiksSmes. Gau-
tosios reikSmés, kartu su parinktaja nezinomojo reikSme priklausys plokstumu susikirtimo
tiesei. (Isitikinkite tuo!)

Antrasis budas, kaip rasti tiesés kanonine lygties forma yra toks: raskime viena taska
priklausanti plokstumu susikirtimo tiesei, o reikiamas vektorius 5 gali buti gautas vek-
torigkai sudauginus plokstumu normalinius vektorius oy = (aq, b1, c¢1) ir as = (az, ba, c2),
(kodél?) t.y.

i J k
by ¢ a; ¢ a; b
?zalxagz ai bl C1 :( b; C; — a; C; CL; b; )
az bz c2

Aptarsime tiesiu tarpusavio padéti erdvéje. Dvi tiesés erdvéje gali buti lygiagrecios,
prasilenkiancios arba gali kirstis. Viena svarbiausiu tiesiu tarpusavio padéties charakte-
ristiku yra kampas tarp ju. Kampu tarp tiesiu vadinsime kampa tarp Sias tiesias lydinc¢iu
vektoriy.
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Jeigu 57 = (I3,m1,n1), 0 33 = (I3, ma,n2) tai tada kampas tarp tiesiu randamas

sprendziant lygti:

=l
N\l

cos 1 =

il
gl

Tad dvi tiesés statmenos, jeigu
lez +mime + Ning = 0.

Tieseés lygiagrecios, jeigu jas lydintys vektoriai yra lygiagretiis. Tada lygiagretumo salyga
galime uzraSyti taip:

I mi ni

lo ma g
Aisku, kad erdvéje statmenos tiesés nebiitinai susikerta. O kokia gi salygos turi buti
iSpildytos, kad tiesés kirstusi arba butu prasilenkianc¢ios?
Pastebesime, kad jeigu tiesés yra prasilenkiancios, tai tada jas lydintys vektoriai nebus
vienoje plokstumoje. O tai reiskia, kad

l1 miq n1
A = lQ mo p) 7é O,

T2 —T1 Y2 — Y1 22— 21

beto (x1,y1,21) ir (z2,ys2, 22) yra skirtingu tiesiu taskai.

Tuo atveju, kai A = 0, tai tiesés priklausys vienai plokStumai t.y., jos arba kirsis arba
bus lygiagrecios.

Tarkime, kad plokstumai priklauso dvi tiesés, kuriu lydintys vektoriai yra 57 ir 353.
Tada plokstuma lydintis vektorius yra lygus @ = 37 X 53. Norint rasti tiesiu, erdvéje,
susikirtimo taska pakanka iSspresti lygciu sistema, kuria sudarytu dydziai, priklausantys
abiems tieséms, pavyzdziui

T—x1 __ Y=yYi
i = my
T—x1 _ 2—21
i = np 0
T—T2 __ Y—Y2
la = mo °

Jeigu norime rasti tiesés ir plokStumos bendra taska, mums teks iSspresti sistema

r=x1 +It,
y =y1 +mt,
z = 21 + nt,
axr +by +cz+d=0.

Jeigu tiesés yra lygiagrecios, tai plokstumos, kurioje yra Sios tiesés, normalini vektoriu 7
galime rasti tokiu budu:
W - S—f X Ml M27

¢la s7 yra vienos i§ tiesiu lydintis vektorius, o taskai M; ir M, priklauso skirtingoms
tiesems.
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Norint rasti tiesés erdvéje koki nors taska, pakanka parametrinéje lygties formoje
parinkti konkrecia t reikSme ir suskaiciuoti Sia reikSme atitinkancias x,y, z reikSmes. Tai
ir bus tasko, priklausancio tiesei, koordinateés.

Kaip skaic¢iuoti kampa tarp tiesés ir plokstumos? Tarkime, kad plokstumos normalinis
vektorius yra W = (a, b, ¢), o tiese lydintis vektorius yra (I, m,n). Visu pirma pastebésime,
kad jeigu tiesé yra statmena plokStumai, tai plokStumos normalinis vektorius ir tiese lydin-
tis vektoriai yra lygiagretiis. Tad tiesés ir plokStumos statmenumo salyga galime uzrasyti
taip:

a b ¢
Aigku, kad jei tiesé ir plokstuma yra lygiagrecios, tai plokStumos normalinis ir tiese
lydintis vektoriai yra statmeni, vadinasi tiesés ir plokStumos lygiagretumo salyga yra tokia:

la +mb+nc=0.

Aptarkime kaip apskaiciuoti kampa tarp tiesés ir plokStumos. Visu pirma, kampas tarp
tiesés ir plokstumos, tai kampas tarp tiesés ir jos projekcijos plokstumoje. Taciau pa-
grindinis plokstuma charakterizuojantis dydis yra jos normalinis vektorius. Aisku, kad
plokstumos normalinis vektorius ir tiesés projekcija plokStumoje yra statmeni. Vadinasi,
jeigu kampas tarp tiesés ir plokstumos normalinio vektoriaus yra lygus 90° — 1), tai tada
kampas tarp tieseés ir plokstumos lygus . Tada kampas tarp tiesés ir plokStumos bus
skaic¢iuojamas tokiu budu:

al +bm + cn

cos{90° — =siny = .
{ v v VaZz + b2 +c2VI2+m2+n?

7. ANTROS EILES KREIVES

7.1 Antros eilés kreiviu lygtys

Tarkime, kad plokstumoje apibrézta Dekarto koordinaciu sistema. Vadinasi, tarp
plokstumos tasku ir realiuju skai¢iu poru (z,y) apibrézta bijekcija. Sioje poru aibéje (to
paciu galime sakyti, kad plokstumos tasky aibéje) apibrézkime funkcija F(z,y) = 0. Sios
funkcijos apibrézimo sriti vadinsime plokstumos kreive. Pavyzdziui tiesé axz + by +c =0
yra plokstumos kreivé. Tiesé yra vadinama pirmos eilés kreive, kadangi nezinomieji, Sioje
lygtyje, yra pirmojo laipsnio. Kreives, kuriu lygtys yra atskiri, Zzemiau pateiktos lygybes

ar®> +bry+cy’ +dr+ey+ f=0 (7.1)

atvejai, vadinsime antros eilés kreive. (7.1) lygybe vadinsime bendraja, antrosios eilés
kreivés, lygtimi. Beje, jeigu lygtis nusako antrosios eilés kreive, tai koeficientai a, b, ¢ visi
kartu negali buti lygus nuliui (prieSingu atveju turésime pirmos eilés kreive). Trumpai
tariant, kreives laipsni nusako auksc¢iausias nezinomuju laipsnis, esantis (7.1) lygtyje.
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Kiek placiau panagrinékime antrosios eilés kreive. Tarkime, kad (7.1) lygtyje koefi-
cientaib=d =e =0, ¢ = a = f = 1. Tuomet minétoji lygtis atrodo taip:

2?2+ +1=0.

Bet is patirties jau zinome, kad néra plokstumoje tasku, kuriu koordinatés butu Sios lygybés
sprendiniai.
Tarkime kada =1, b=c=d=e =0, ir f = —4. Tuomet (7.1) taps tokia lygtimi,

r? —4=0, arba (z—2)(x+2)=0.

Issprende sia lygti gauname, kad nagrinéjama plokstumos tasku aibe (kreive) sudaro dvieju
tiesiu x = 2, x = —2, sajunga.

Apibrézimas Apskritimu vadinsime plokstumos tasku, kurie nutole nuo fiksuoto
tasko vienodu atstumu, aibe.

Tarkime duotas fiksuotas taskas (a,b), o plokstumos taskai (z,y) nutole nuo sio tasko
atstumu r. Naudodamiesi atstumo tarp dvieju tasku formule gauname apskritimo lygti

Viec—a)2+@y—-0b2=r arba (z—a)®+ (y—a)®=1r° (7.2)

Pastaraja lygti vadinsime normaliaja apskritimo lygtimi. (7.2) lygybés kairiosios pusés abu
démenis pakéle kvadratu, bei visus narius sukéle i viena puse gauname

2?4+ y? —2xa —2yb+a® + b2 — 1% = 0.

Plokstumos taskas (a,b) yra vadinamas apskritimo centru, o r— apskritimo spinduliu.

Nesunku suprasti, kad apskritimas yra antros eilés kreivé. Beje, jeigu duota bendroji

antros eilés kreives lygtis, tai ji bus apskritimo lygtis tada ir tik tada, kai a = ¢, b = 0. Sio

teiginio teisinguma i viena puse jau irodéme. Parodysime, kad bendroji antros eilés kreivé

su nurodytais koeficientais yra apskritimo lygtis, jeigu iSpildyta viena papildoma salyga.
Padalije (7.1) lygybés abi puses i$ a perrasykime ja taip:

d d 2 e e?2 f d? e?
2 2
2(— — 2(— — == —— =0.
v (2a)x+2a Tyt (2a)y+2a a 2a 2a

IS pastarosios lygybés gauname
d o € \2

Cia
f o d? ez

m=-- - — - — =

a 2a 2a

Nesunku suprasti, kad auksciau minétoji salyga yra tokia: m > 0. PrieSingu atveju antros
eilés kreives sprendiniy aibé yra tuscia.
Elipseé
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Apibrézimas Elipse vadinsime plokstumos tasku aibe, kurios kiekvieno tasko atstu-
mu nuo dvieju fiksuotu plokstumos tasku suma yra pastovus dydis.

Apibrézime minimus du fiksuotus taskus vadinsime elipsés zidiniais ir zZymésime rai-
démis Fy, F5. Tarkime, kad atstumas tarp zidiniu yra lygus 2e, o bet kurio elipsés tasko
E(z,y) atstumu iki zidiniu suma, yra lygi 2a. Dekarto koordinaciu sistemos koordinatines
asis parinkime taip, kad asiai Ox priklausytu taskai Fi, F5, o koordinatinés asies ir vek-
toriaus Oz kryptys sutampa ir koordinatiné asis Oy atkarpa |F; Fy| dalija pusiau. Kitaip
tariant, F(—c,0), F»(c,0). Aisku, kad bet kokiam elipsés taskui FE(x,y) teisinga lygybe:

Sia lygybe galime perrasyti ir taip:

V(e +e)2+ g2+ (x—c)? +y? = 2a.

Kadangi trikampio krastiniu ilgiu suma yra didesné uz treciosios krastinés ilgi, tai ¢ < a.

Todél pazyméje b? := a? — 2, bei pertvarke paskutiniaja lygti, gauname tokia lygybe:
2 2
vy _
P + ohe 1

Paskutinioji lygybé vadinama elipsés kanonine lygtimi. Skai¢iai a ir b vadinami elipsés
pusasémis, o skai¢ius € = c¢/a yra vadinamas elipsés ekscentricitetas. Ekscentritetas nusako
elipsés forma, beje, skaiciai a ir b taip pat nusako elipsés ”istempimo dydi” koordinatinése
asSyse. Matome, kad jei e = 0, tai tada elipsé iSsigimsta i apskritima.

Hiperbole.

Apibrézimas Hiperbole vadinsime plokstumos tasku aibe, kuriu atstumu nuo dvieju
pastoviu tasku skirtumas yra pastovus, absoliutiniu didumu, dydis.

Analogiskai kaip ir elipsés atveju, Siuos pastovius taskus, Fj ir F; vadinsime hiperbolés
Zidiniais, pastovu skirtuma, minima apibrézime zymékime 2a, o atkarpos ilgi |Fy F»| = 2c.
Nesunku suprasti, kad siuo atveju ¢ > a. Tuo atveju, kai ¢ = a, tai aibe plokstumos tasku,
kurie turi minétaja savybe, sudarys visi tiesés Oz taskai, iSskyrus atkarpos |F} Fp| taskus.
Si atveji isskirsime ir atskirai nenagrinésime.

Kaip ir elipsés atveju uzraSysime hiperbolés lygti, parinke koordinaciu sistema tokiu
budu: koordinaciu pradzios taska parenkame atkarpos FiFy vidurio taske, Oz a8imi tiese,
kuriai priklauso taskai Fy, F». Tada, Fy(—c,0), F5(c,0). Aisku, kad bet kokiam hiperbolés
taskui H(x,y) teisinga lygybeé:

\F H| — |F>H| = 2a.

Sia lygybe galime perradyti ir taip:

V@ +e)2+y2—(x—e)?+y? = +2a.
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Kadangi ¢ > a tai a® — b® < 0. Todél pazyméje —b? := a? — 2, ir pertvarke, paskutiniaja

lygti, galime gauti lygybe:
2 2
L Y
— — 5 =1L
a b2
Paskutinioji lygtis vadinama hiperbolés kanonine lygtimi. Kaip ir elipsés atveju, skaicius
¢ yra vadinamas hiperbolés tiesiniu ekscentritetu.

Pastebésime, kad hiperbolés lygtyje figuruoja dvieju kvadratu skirtumas. Todél, jei
kuri nors kintamaji didiname, tada norint, kad kvadratu skirtumas isliktu pastovus, tenka
didinti ir kita kintamaji. Taigi, x neapréztai didé¢jant, turi didéti ir y, ir atvirksciai. Dar
daugiau, kintamajam neapréztal didéjant hiperbolé artéja prie tam tikru tiesiu, kurios yra
vadinamos hiperbolés asimptotémis. Siu tiesiu lygtys yra

b
y=x-=x.
a
Elipsés bei hiperbolés liestinés ir normalés

Tiese, kuriai priklauso du kreiveés taskai vadinsime kreivés kirstine, o tiese, kuriai
priklauso vienas kreives taskas, vadinsime Sios kreives liestine. Tarkime kirstine kerta tiese
taskuose A(z1,y2), B(x2,y2). Visu pirma rasime elipsés liestinés, kuriai priklauso taskas
(z1,y1), lygti. Tarkime, kad kirstinei priklauso taskai A, B. Tuomet Sios kirstinés lygtis

yra tokia:
rT—x1  Y—Uy

)
T2 — X1 Y2 — Y1

arba perrase kitaip turésime:

_ Y2 — Y1

P (x —x1).

Yy—Un
Antra vertus, taskai A, B priklauso elipsei, taigi

:L‘_% -+ y_% =1 .CC_% + é =1
a2 b2 7 a2 2
Atéme i§ pirmosios lygties antraja gauname tokia lygybe:
2f -y | Yi— 4
a? b2

Remdamiesi paskutiniaja lygybe, kirstinés lygti perraSome taip:

=0.

Tarkime, kad taskas (z2,ys), elipse artéja prie tasko (x1,y;). Tuomet o artéja prie x1, o
Yo artéja prie y;. Irase i paskutiniaja kirstinés lygti xo = x1, y2 = y1 gauname
b2 X1 ( )
—p=———(x—x
Y- 2y 1
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arba

Ty Yy x| up

E TR ety
Kadangi taskas (x1,y1) priklauso elipsei, tai paskutiniosios lygybés desinioji pusé yra lygi
vienetui, t.y. gauname tokia elipsés liestinés lygti:

rr1 | Yyr 1

a2 o

Samprotaudami visiskai analogiskai galime irodyti, kad hiperbolés liestinés lygtis gali
buti tokia:

2T Yy

a? b2
Kreivés normale vadinsime tiese, kuri yra statmena liestinei lietimosi taske. Jeigu

liestiné kreive liecia taske (x1,y;), tai tada normalés lygtis yra tokia:

a* yi
—yr =m(x —x1), Cla m==+—5—.
Yy—hn ( 1)7 1 b2 T

Taigi, normalés lygti galime perrasyti ir taip:

CL2

)
y—uy = i%(ﬂc — 1)
arba ) )
b
ST LY 242
x1 Y1

¢ia virsutinis zenklas imamas elipsés atveju, o apatinis - hiperbolés. Pazymeéje

a® —b* = c%; (a > b) elipsés atveju, a® + b* = ¢?

hiperbolés atveju, gauname normaliu lygtis elipsés bei hiperbolés atveju, atitinkamai:

2 2 2 2
a‘r b a‘x b
Yy 2 Yy 2

—_— — = _ — = C

)
X1 U1 T 1

Parabolé

Apibrézimas Parabole vadinsime plokstumos tasku aibe, kuriu kiekvieno atstumai
nuo pastovaus tasko ir pastovios tiesés yra lygus.

Si pastovu taska vadinsime parabolés Zidiniu ir zymésime raide F, o pastovia tiese
vadinsime parabolés direktrise.

Tarkime, kad koordinaciu pradzios taskas yra i$ zidinio F' nuleisto i direktrise stat-
mens vidurio taskas O; Oz asis yra tiesé, kuriai priklauso taskai O ir F. Tuomet zidinio
koordinatés yra F'(p/2,0), o direktrisé yra lygiagreti y asiai ir nutolusi nuo jos i kaire puse
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p/2 atstumu. Tada bet kokio kreivés tasko P(x,y) atstumas iki zidinio ir iki direktriseés
sutampa, vadinasi teisinga lygybé:
(e 5P+ =+

p
5

Pertvarke paskutiniaja lygybe gauname lygti,
y? = 2px, arba y = +/2px,

kuria vadinsime kanonine parabolés lygtimi.
Parabolés liestinés bei normalés. Tarkime, kad A(z1,y1), B(z2,y2) yra du parabolés
taskai. Vadinasi

y? = 2pxy, ys = 2pxa.

Atéme i§ antrosios lygties pirmaja gauname

Y2 — Y1 _ 2p
To—2x1 Y1+ Y2

Pastebésime, kad paskutiniosios lygybés kairéje puséje esantis santykis yra kirstinés, kuriai
priklauso taskai A, B, krypties koeficientas. Tuomet pazymeéje minétaji santyki raide m,
Sia lygybe perrasome taip:

Yyi+y2 p

2 m

Pastebésime, kad jeigu taskas B artéja prie tagko A, tai Siuo atveju kirstiné virsta liestine,
kurios krypties koeficientas yra lygus

Tuomet liestinés, kuriai priklauso taskas A, ir kurios krypties koeficientas yra p/y;, bus
tokia

p
y—y = y—(m—xl) arba yy; —y% = pxr — pIr1.
1

Kadangi taskas A priklauso parabolei, tai y? = 2pz;. Naudodamiesi §ia pastaba gauname
tokia liestineés lygti:

yy1 = p(x + z1).
Raskime parabolés normalés lygti. Zinome, kad normalé, tarkime taske A, yra tiese, stat-

mena liestinei tame pat taske. Taigi, normalé krypties koeficientas yra m; = —y; /p. Todél
normalés lygtis yra

y—ylz—%(ﬂj—(l’)l), arba y1(z —x1) +p(y —y1) =0.
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Uzdaviniai

Vektoriai
1. Lygiagretainio ABC'D istrizainés susikerta taske M. Naudodami vektoriu veiksmus
uzrasykite vektoriu M D vektoriais AB ir AD.

2. Duoti vektoriai o = 2i — 3j ir 8 = i + 4j — 3k. Raskite vektoriaus § = 23 — « ilgi,
jo vienetini vektoriu, bei kampus, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinémis asimis.

3. Raskite du taskus, kurie atkarpa AB, A(1,—3,4), B(4,3,2) dalija i tris lygias dalis.

4. Taskai A(—1,-3), D(—2,0) yra dvi gretimos kvadrato ABCD virsunés. Raskite
likusiu virsuniu koordinates.

5. Tarkime, kad duoti du vektoriai: o« = (4,1,-2) ir § = (0,—3,1). Raskite siu
vektoriu skaliarine bei vektorine sandaugas, kampa tarp vektoriu, bei vektoriaus a projek-
cija vektoriaus ( kryptimi.

6. Kokia turi buti parametro m reiksmeé, kad kampas tarp vektoriu a = (=2, m,0) ir
B = (—2,0,2) biitu lygus 60°.

7. Taskai
A(l,-1,2), B(4,-6,1), C(2,1,0)

yra lygiagretainio vir§uneés. Raskite lygiagretainio aukstines, bei kampa tarp lygiagretainio
istrizainiu.
8. Tarkime, kad vektoriai

a=(—2,-3,5), B(7,—3,1), v = (2,-3,5)

yra trikampés piramidés briaunos. Apskaic¢iuokite Sios piramidés turi.

9. Ar duotieji taskai yra vienoje plokstumoje?
(27 37 9)7 (_87 37 _1)5 (la 07 2)7 (_57 17 _2)

10. Tarp vektoriu « ir 8 yra 45° kampas. Be to Zinoma, kad |a| = 2, o |3| = 5.
Apskaiciuokite vektoriaus

(2a = B) x (o —20)
ilgi.
11. Duoti trys taskai

A(=6,5), B(3,-2), C(0,-1).

Raskite taska vienodai nutolusi nuo duotuju tasku.

12. Per taskus
A(-1,3), B(0,2), C(1,-1)
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nubréztas apskritimas. Raskite Sio apskritimo centra bei spinduli.
Tiesés lygtis plokStumoje. Antros eilés kreivés. Plokstuma ir tiesé erdveéje.
1. Kokia turi buti parametro a reikSme, kad tiesés
2x —ay+5=0,x4+3y—4=0

biitu: a) lygiagrecios; b) statmenos; ¢) sudarytu 45° kampa.
Uzrasykite antrosios tiesés kryptine, aSine, bei normaliaja lygties formas.

2. Yra zinoma, kad tiesei priklauso taskas (2,3) ir be to ieskomoji tiesé su tiese
9x — 3y + 2 = 0 sudaro kampa, kuris lygus arctan(5/2). Sudarykite Sios tiesés lygti.

3. Duota tiesé 3x — 5y — 21 = 0 ir taskas (5, —8). Raskite sio tasko projekcija duotoje
tieséje, bei Siam taskui simetrisko, Sios tiesés atzvilgiu, tasko koordinates.

4. Jei tieses x —y = 0 ir —3x + 3y = 8 yra lygiagrecios, tai raskite atstuma tarp ju.

5. Sakykime, kad trikampio virstniu koordinatés yra tokios:
A(2,-3), B(3,3), C(—1,4).

Sudarykite a) krastines BC, b) pusiaukrastines BE, c¢) aukstinés BH, d) vidurio
linijos, lygiagrecios krastinei BC, e) kampo B pusiaukampines, lygtis.

6. Tarkime, kad duotos trikampio krastiniu lygtys:
de —y—T=0(AB), x+3y —31=0(BC), x4+ 5y — 7= 0(CA).

Raskite: a) pusiaukrastinés BE ilgi, b) aukstinés BH ilgi, ¢) kampo ABC dydi, d) trikam-
pio plota, e) apibréztinio apskritimo centra bei spinduli.

7. Raskite apskritimo
2? +y? 4+ 4z — 10y +13 =0

spinduli bei centro koordinates. Nubraizykite §i apskritima.

8. Tarkime, kad apskritimui priklauso trys taskai
(—4,-7), (=8,-3), (—4,1).

Sudarykite sio apskritimo bendraja bei kanonine lygtis.
9. Sudarykite apskritimo

22+ +102—2y+6=0
liestiniu, kurios butu lygiagrecios tiesei 2z + 4y — 7 = 0, lygtis.
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10. Raskite elipsés bei hiperbolés

m2

2 2 y?
e+ 25y =25, — — = =1
Y 9 4
pusases, virsuniu bei zidiniu koordinates, atstumus tarp zidiniu, bei ekscentricitetus, liesti-
niu bei normaliu lygtis, taskuose (0,1), (2,3), atitinkamai. Be to raskite hiperbolés asimp-
totes. Nubraizykite Sias kreives.

11. Raskite parabolés
y? = —4x + 8

zidinio ir virsunés koordinates, direktrise, liestinés bei normalés lygtis, taske (1,2). Nubrai-
zykite Sia kreive.

12. Raskite tiesés 2z — 3y + 2 = 0 ir hiperbolés
422 — 9y? = 36

susikirtimo taskus, bei nubraizykite Sias kreives.

13. Sudarykite lygti hiperbolés, kurios ekscentricitetas € = 2, o jos zidiniai sutampa

su elipsés
22
25

=1

2
Y
* 9

ot

zidiniais.

14. Raskite parabolés y?> = 2px parametro p reikime, jeigu parabolé ties¢je y = x
atkerta 4v/2 ilgio atkarpa.

15. Sudarykite plokstumu, kurios tenkina salygas: a) plokstumai priklauso taskas
(1,2,—4), o ji statmena vektoriui o = (—3,2, —4); b) plokstumai priklauso taskai

(—=2,1,-1), (—=1,-3,2), (4,2,—1);
¢) plokstumai priklauso taskas (1, —2,—1), o ji lygiagreti plokstumai
r—y+22—-3=0;
d) plokstumai priklauso taskas (—3,3,2), o ji statmena susikertanc¢ioms plokstumoms
r+2y—32—4=0,2xr -5y —2+3=0,

lygtis.
16. Jei plokstumos

3r —2y—6z+3=0, -3xr+2y+62—1=0
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yra lygiagrecios, tai raskite atstuma tarp ju. Kokiuose taskuose pirmoji plokstuma kerta
koordinatines asis?

17. Kokios turi biiti parametru m ir n reikSmeés, kad plokstumos

dr +y+ 3z =n,

{x—?y—?z:&
rT+y—mz=1,

a) turétu viena bendra taska; b) eitu per viena tiese; ¢) poromis kirsdamosi sudarytu tris
lygiagrecias tieses.

18. Sudarykite tiesiu erdvéje a) kuriai priklauso taskas (2,—2,3) ir kuri lygiagreti
vektoriui o = (4, —6,3); b) per du taskus (—3,1,—4) ir (5, —1, 1), lygtis.

19. Raskite tiesés
3r—4y — 22 =0,
20 +y — 22 =0,
parametrines bei kanonines lygtis. Raskite kampa tarp siu plokStumu.

20. Jeigu tiesés yra prasilenkiancios, tai raskite atstuma bei kampa tarp Siu tiesiu:
3r —4y — 22 =0,
20 +y — 2z =0,

r = -2t — 3,
{y:_ y

21. Raskite plokStumos x — 3y — 2z + 5 = 0 ir tiesés

ir

rT—y+6z2—-—7=0,
r+2y—3z2+1=0,

bendrus taskus, jei jie egzistuoja.
22. Sudarykite plokstumos, a) kuriai priklauso taskas (1,4, —3) ir tiesé
r—5 y+1 2z-2
3 =2 1
b) kuriai priklauso taskas (1,4, —3) ir lygiagreti tieséms
r—5 y+1 2-2
3 =2 17
r=—2t—3,
(i

z =3t + 2,

lygtis.

23. Sudarykite plokstumos, kuriai priklauso dvi lygiagrecios tiesés
r—2 y+3 z—4 ., =z y—1 z+2

f— frd 1r — = — .

4 6 -8 -2 -3 4

lygti.
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