
TIESINIU̧ KODU̧ DEKODAVIMAS
Rimantas Grigutis

1. I̧vadas.
Nagrin·ejamas tiesinis (n; k) kodas:

a = a1a2:::ak �! c = c1c2:::ckck+1:::cn = a1a2:::akck+1:::cn:

H = (A j In�k)� kontrolin·e matrica. Tai (n� k)�nmatrica ir rankH = n�k:
G =

�
Ik j �AT

�
� generuojanti matrica. Tai k � n matrica ir rankG = k:

C = kerH = imG - kodo µzodµziu̧ aib·e ( kodas). C � F nq yra poerdvis.
� Kodas C yra generuojanµcios matricos G eiluµciu̧ vektorin·e erdv·e.
Pagrindiniai sa̧ry�iai:

HcT = 0;
c = aG;
GHT = 0;

t.y. seka 0! F kq
G! F nq

H! F n�kq ! 0 yra Fq moduliu̧ tiksli seka:
imG = kerH;G� monomor�zmas, H - epimor�zmas.
� Svarbi kodo C charakteristika yra minimalus kodo atstumas dC ; kuris yra

dC � 2t+ 1; µcia t� i�taisomu̧ klaidu̧ skaiµcius.
Teorema. dC � s + 1 tada ir tik tada, kai bet kurie s kontrolin·es matricos

stulpeliai yra tiesi�kai nepriklausomi.

2. Tiesinio kodo dekodavimas.
Tegu C � F nq yra (n; k) kodas vir�Fq: dim C = k ir jCj = qk:
Faktorizuokime vektorinȩ erdvȩ F nq poerdviu C :

F nq =C =
�
a(0) + C

�
[
�
a(1) + C

�
[ ::: [

�
a(s) + C

�
;

µcia s = qn�k � 1:
Tegu kodavimo ir perdavimo schema yra:

a �! c y = a(i) + z:



Tada klaidos vektorius e := y � c = a(i) + (z � c) 2 a(i) + C:
Mūsu̧ uµzduotis: rasti toki̧ e 2 a(i) + C; kad jo svoris w (e) būtu̧ minimalus.

Tada dekoduojame x = y � e:
Apibr·e�ime visus vektorius, esanµcius vienoje ekvivalentumo klas·eje, vienijanµcia̧

chrakteristika̧ - sindroma̧.
Apibr·eµzimas. Tegu H yra tiesinio (n; k) kodo C kontrolin·e matrica. Vekto-

rius S (y) := HyT vadinamas vektoriaus y sindromu. Tai (n� k) ilgio vektorius.
� Sindromo savyb·es.
S1. S (y) = 0 tada ir tik tada, kai y 2 C:
S2. S (y) = S (z) tada ir tik tada, kai y + C = z + C:

3. Tiesinio kodo dekodavimo algoritmas.
Duota. Kodas C � F nq yra (n; k) kodas vir�Fq: dim C = k ir jCj = qk:
H� kontrolin·e matrica, G� generuojanti matrica.
y� gautas µzodis.
Rasti a ir x� siu̧sta̧ µzodi̧.
Algoritmas.
1. Skaiµciuojame S (y) = HyT :
2. Ie�kome klas·es y + C lyderio b(i); t.y. turinµcio maµziausia̧ svori̧ klas·es y + C

elemento: y = b(i) + z:
3. Dekoduojame: x = y � b(i) = z:
4. Randame a; sprendµziant lygµciu̧ sistema̧: aG = z:

Pavyzdys. Tegu C yra binarinis tiesinis (4; 2) kodas, kurio kontrolin·e ir
generuojanti matricos yra:

H =

�
1 0 1 0
0 1 1 1

�
, G =

�
1 1 1 0
0 1 0 1

�
:

Tegu gautas µzodis y = 1110:

1. S (y) = HyT =
�
1
1

�
:

2. Klas·es y + C = f1110; 0100; 1001; 0011g lyderis yra b = 0100 = y + 1010:
3. Dekoduojame: x = y � b = 1110� 0100 = 1010 = z
4. Randame a : aG = z

(��)

�
1 0 1 0
0 1 1 1

�
= (1010)

(��) = (10) :
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4. Cikliniai kodai.
Turime vektoriniu̧ erdviu̧ vir�Fq izomor�zma̧:

F nq � Fq [x] = (xn � 1)
a = (a0; a1; :::; an�1)! a0 + a1x+ � � �+ an�1xn�1

Tegu g (x) = g0+g1x+ � � � gn�kxn�k 2 Fq [x] dalijasi i�xn�1; deg g (x) = n�k:
Tada galime apibr·eµzti tiesini̧ koda̧ C = fa � g (x) j deg a (x) � k � 1g; kurio baz·e
yra
g (x) ; xg (x) ; x2g (x) ; :::; xk�1g (x) :
Kodo C generuojanti matrica yra

G =

0BB@
g0 g1 ::: gn�k 0 0 � � � 0
0 g0 g1 gn�k 0 � � � 0
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 � � � g0 g1 � � � gn�k

1CCA :
h (x) =

xn � 1
g (x)

= h0 + h1x+ � � �+ hkxk; tada kodo kontrolin·e matrica

H =

0BB@
0 0 � � � 0 hk hk�1 � � � h0
0 0 0 hk hk�1 h0 0

� � �
hk hk�1 � � � h0 0 0 0

1CCA :
� C� µziedo Fq [x] = (xn � 1) idealas, tod·el C = (g (x)) ir vadinamas cik-

liniu kodu.: Polinomas g (x) vadinamas generuojanµciu kodo C polinomu. Tegu
�1; :::; �n�k generuojanµcio kodo polinomo �aknys. Tada kodo kontrolin·e matrica

H =

0@ 1 �1 �21 � � � �n�11

� � �
1 �n�k �2n�k � � � �n�1n�k

1A
ir f (x) 2 C , f (�i) = 0 su visais i = 1; 2; :::; n� k ir f 2 kerH:
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5. BCH kodai.
Tegu
b > 0 sveikas skaiµcius;
� 2 Fqm primytvioji n� ojo laipsnio �aknis i�1;
m� maµziausias toks, kad qm � 1 (modn) ; t.y. qm � 1...n:
Mes turime, kad � 2 Fqm ) �q

m�1 = 1) elemento � eil·e yra qm � 1 daliklis.

BCH kodas su konstruktyviu atstumu d vir� Fq konstruojamas taip:
1. Imami �b; �b+1; :::; �b+d�2 ( viso d� 1 elementas).
2. Randami �iu̧ elementu̧ minimalūs polinomai m(b) (x) ; :::;m(b+d�1) (x) .
3. g (x) :=MBK

�
m(b) (x) ; :::;m(b+d�1) (x)

�
:

Svarbūs atskiri atvejai:
b = 1 tai BCH siaura̧ja prasme;
n = qm � 1 tai primityvusis BCH;
n = q � 1 tai Reed-Solomon�o kodas (RS kodas): tada �q�1 = 1 ir � 2 Fq:
BCH kodo kontrolin·e matrica yra:

H =

0BB@
1 �b �2b � � � �(n�1)b

1 �b+1 �2(b+1) � � � �(n�1)(b+1)

� � �
1 �b+d�2 �2(b+d�2) � � � �(n�1)(b+d�2)

1CCA
� Svarbu: dBCH � d:
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6. Primityvaus binarinio BCH kodo pavyzdys.(Hamming�o kodas)
q = 2;m = 4; b = 1; n = 15; d = 3:
Tegu �� primityvusis kūno F24 elemantas; kurio minimalus polinomas yra

m (x) = x4 + x+ 1:
Kodo kontrolin·e matrica

H = (1; �; �2; �3; �4; �5; �6; �7; �8; �9; �10; �11; �12; �13; �14) =0BB@
1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1

1CCA
�i matrica gaunama i�rei�kus �i elemantais 1; �; �2; �3: Tai Hamming�o (15; 11)

kodas d = 3; nes m (�2) = 0: �is kodas i�taiso 1 klaida̧.
Tam kad dekoduoti v 2 F 152 reikia suskaiµciuoti v sindroma̧:

S (v) = HvT = v (�) = r (�) ;

µcia v (x) = m (x) a (x) + r (x) ir deg r (x) � 3:
Pavyzdys.
1. Tegu v = 010110001011101 = x+ x3+ x4+ x8+ x10+ x11+ x12+ x14: Tada

r (x) = 1 + x ir
S (v) = HvT = (1100)T = 1 + �:
2. Toliau ie�kome klaidos vektoriaus e; w (e) � 1; S (e) = S (v) : Tam ie�kome

tokio j; 1 � j � 14; kad �j = HvT ir randame j = 4: Taigi klaida yra vektoriaus
v 5� oje komponent·eje ir tod·el dekoduojame:

w = 010100001011101:

7. Binarinio BCH kodo pavyzdys su konstruktyviu d = 4; 5:
q = 2; n = 15; d = 4; b = 1:
Tegu � yra primityvaus polinomom (x) = x4+x+1 �aknis. µZinome, kad �2 yra

irgi polinomom (x) �aknis. Elementas �3 yra polinomo n (x) = x4+x3+x2+x+1
�aknis. Taigi BCH kodas siaura̧ja prasme su d = 4 generuojamas polinomu:

g(x) = m (x)n (x) :

Turime taip pat, kad �4 yra polinomo m (x) �aknis, tod·el tai BCH kodas su
konstruktyviu d = 5: Tai (15; 7) kodas su d = 5:
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8. BCH dekodavimo algoritmas.
Tegu siunµciamas µzodis w yra uµzkoduotasBCH kodu su konstruktyviu atstumu

d � 2t+ 1 ir atsirado ne daugiau t klaidu̧. Tegu gautas µzodis v:
Algoritmas.
1.(Sindomas) Ie�kome v sindromo:

S (v) = HvT = (Sb; Sb+1; :::; Sb+d�2)
T :

Tegu

Sj =
rX
i=1

ci
j
i , b � j � b+ d� 2;

µcia ci� klaidos reik�m·es, o i 2 Fqm - lokatoriai. Tikslas - rasti (ci; i) :
2.(Klaidu̧ skaiµciaus r radimas) Ie�kome toki̧ maksimalu̧ r � t; kad sistema

Sj+r + Sj+r�1� 1 + � � �+ Sj� r = 0; b � j � b+ r � 1

tur·etu̧ nei�sigimusia̧ matrica̧. I�sprendµziame �ia̧ sistema̧ ir � i i�reik�ime per Sj:
3.( Lokatoriu̧ i radimas). Sprȩsdami lygti̧:

s (x) =
rY
i=1

(1� ix) =
rX
i=1

� ix
i

randame lokatorius i: Sprendµziame skaiµciuodami polinomo s (x) elemento �
laipsniuose.
4. ( Klaidu̧ reik�miu̧ radimas). Sprȩsdami sistema̧ i�1 punkto randame ci:
Tada klaidos vektorius e (x) =

P
cix

ai ; kur i = �
ai :

5. Dekodavimas: w = v � e .

Paai�kinimas. Turime S (v) = HvT = (Sb; Sb+1; :::; Sb+d�2)
T ir Sj = v (�j) =

e (�j) ir e (x) =
rX
i=1

cix
ai : Paµzym·ekime i = �

ai 2 Fqm (klaidos lokatoriai). Tada

Sj = e (�
j) =

rX
i=1

ci
j
i :
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9. BCH dekodavimo pavyzdys.
0 ( Kodo apra�ymas).
Duotas binarinis BCH su konstruktyviu d = 5 ir i�taisanµciu 1 ir 2 klaidas.
Tegu b = 1; n = 15; q = 2:
Tegu � 2 F16 primityvusis elementas ir jo minimalus polinomas m1 (x) =

x4 + x+ 1:
Tegu mi (x) yra elemento �i minimalusis polinomas. Tada

m1 = m2 = m4 = m8 = 1 + x+ x
4

m3 = m6 = m12 = m9 = 1 + x+ x
2 + x3 + x4:

taigi, BCH kodo generuojantis polinomas yra

g (x) = m1 (x)m3 (x) = 1 + x
4 + x6 + x7 + x8:

Tai tiesinis (15; 7) kodas su kontroliniu polinomu

h (x) =
x15 � 1
g (x)

= 1 + x4 + x6 + x7:

Kodo baz·e yar vektoriai atitinkantys polinomus

g; xg; x2g; x2g; x3g; x4g; x5g; x6g:

Kodo generuojanti matrica

G =

0BBBBBBBB@

1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1

1CCCCCCCCA
:
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1. Algoritmas.
Tegu gautasis po perdavimo µzodis yra

v = 100100110000100
v (x) = 1 + x3 + x6 + x7 + x12:

1� (v sindromo S (v) skaiµciavimas).

S (v) = (S1; S2; S3; S4) ; µcia Si = v (�i) = w (�i) + e (�i) = e (�i)
S1 = e (�) = v (a) = 1
S2 = e (�

2) = v (�2) = 1
S3 = e (�

3) = v (�3) = �4

S4 = e (�
4) = v (�4) = 1:

2�( klaidu̧ skaiµciaus r nustatymas, r � 2).
Maksimali sistema turi pavidala̧:

S3 + S2� 1 + S1� 2 = 0
S4 + S3� 1 + S2� 2 = 0

t.y. sistemos matrica
�
S2 S1
S3 S2

�
=

�
1 1
�4 1

�
yra nei�sigimusi.

Taigi r = 2 ir tod·el yra i�taisomos 2 klaidos.
Sistemos sprendinys yra � 1 = 1 ; � 2 = � ir tod·el klaidu̧ lokatoriu̧ polinomas

yra

s (x) = 1 + x+ �x2:

3� Polinomo s (x) �aknimis yra �8 = �11 ir �6 = �12 : Tod·el 1 = �
7 ir 2 = �

9:
Taigi gavome, kad klaidos yra 8 ir 10 pozicijose.
Sprendµziame sistema̧ �

S1 = c11 + c22
S2 = c1

2
1 + c2

2
2�

1 = c1�
7 + c2�

9

1 = c1�
14 + c2�

18

c1 = 1; c2 = 1:
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4� Klaidos vektorius e (x) = c1xa1 + c2xa2 = x7 + x9; nes 1 = �
7 ir 2 = �

9:
I�taisome klaida̧:

w (x) = v (x)� e (x) = 1 + x3 + x6 + x9 + x12 = 100100100100100

5� Pradin·e informacija:

w (x)

g (x)
= 1 + x3 + x4 = 1001100:

10. Papildymas.

F �24 Indeksu̧ lentel·e
(�4 + �+ 1 = 0 ir �15 = 1)
1 � � 0010
2 �2 �2 0100
3 �3 �3 1000
4 �4 �+ 1 0011
5 �5 �2 + � 0110
6 �6 �3 + �2 1100
7 �7 �3 + �+ 1 1011
8 �8 �2 + 1 0101
9 �9 �3 + � 1010
10 �10 �2 + �+ 1 0111
11 �11 �3 + �2 + � 1110
12 �12 �3 + �2 + �+ 1 1111
13 �13 �3 + �2 + 1 1101
14 �14 �3 + 1 1001
15 �15 1 0001
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