TIESINIU KODU DEKODAVIMAS
Rimantas Grigutis

1. Ivadas.
Nagrinéjamas tiesinis (n, k) kodas:

a = a1a3...a — C = C1C2...CxCiy1...C, = A10A2...0Ck41...Cpy.

H = (A | I,,_x) — kontroliné matrica. Tai (n — k)xn matricair rankH = n—Fk.
G = ([k | —AT) — generuojanti matrica. Tai k& x n matrica ir rankG = k.

C =ker H = imG - kodo zodziy aib¢ ( kodas). C' C I} yra poerdvis.

e Kodas C yra generuojancios matricos G eiluciy vektoriné erdve.
Pagrindiniai sarysiai:

Hel' = 0;
c = a@,
GHT =0,

t.y. seka 0 — Fqk 5 Fy A Fq”_k — 0 yra Fj, moduliy tiksli seka:

imG = ker H, G— monomorfizmas, H - epimorfizmas.

e Svarbi kodo C' charakteristika yra minimalus kodo atstumas d¢, kuris yra
de > 2t + 1, ¢ia t— istaisomu klaidy skaicius.

Teorema. do > s+ 1 tada ir tik tada, kai bet kurie s kontrolinés matricos
stulpeliar yra tiesiskai nepriklausoms.

2. Tiesinio kodo dekodavimas.

Tegu C C F}' yra (n, k) kodas virs Fy. dim C' = k ir |C| = ¢".
Faktorizuokime vektoring erdve ' poerdviu C':

Fr/C=(a®+C)u(aW+C)u..U(a®+C),

¢ia s = ¢"F — 1.
Tegu kodavimo ir perdavimo schema yra:

a—sc~y=a?9+ 2



Tada klaidos vektorius e .=y —c = a®¥ + (z — ¢) € a®) + C.

Musy uzduotis: rasti toki e € a + C, kad jo svoris w (e) buty minimalus.
Tada dekoduojame z =y — e.

Apibrésime visus vektorius, esanc¢ius vienoje ekvivalentumo klaséje, vienijancia
chrakteristika - sindromg.

Apibrézimas. Teqgu H yra tiesinio (n,k) kodo C' kontroliné matrica. Vekto-
rius S (y) :== Hy" vadinamas vektoriaus y sindromu. Tai (n — k) ilgio vektorius.

e Sindromo savybés.

S1. S (y) = 0 tada ir tik tada, kai y € C.

S2. S (y) = S(z) tada ir tik tada, kai y + C' = z + C.

3. Tiesinio kodo dekodavimo algoritmas.

Duota. Kodas C' C F' yra (n, k) kodas virs F,. dim C' =k ir |C| = ¢".

H — kontroliné matrica, G— generuojanti matrica.

y— gautas zodis.

Rasti a ir x— siysta zodi.

Algoritmas.

1. Skaiciuojame S (y) = Hy”.

2. Teskome klasés y + C' lyderio b, t.y. turin¢io maziausia svori klaseés y + C
elemento: y = b + 2.

3. Dekoduojame: z =1y — b = 2

4. Randame a, sprendziant lygciy sistema: aG = z.

Pavyzdys. Tegu C yra binarinis tiesinis (4,2) kodas, kurio kontroliné ir
generuojanti matricos yra:
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Tegu gautas zodis y = 1110.

1. S(y) = Hy! = 1

2. Klasés y + C' = {1110; 0100; 1001; 0011} lyderis yra b = 0100 = y + 1010.
3. Dekoduojame: z =y — b = 1110 — 0100 = 1010 = 2

4. Randame a : aG = z
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4. Cikliniai kodai.
Turime vektoriniy erdviy vir§ F, izomorfizma:

"~ Fyla] / (2" — 1)
a= (CLOa Aty .- an—l) —a+ar+ -+ an—lxn_l
Tegu g () = go+g12+ -+ gn_rx™ % € F, [z] dalijasi i3 2" —1,deg g () = n—k.
Tada galime apibrézti tiesini koda C' = {a - g (x) |dega (z) < k — 1}, kurio bazé
yra
9(x),zg(x),2%g(2),... 2" g (2).
Kodo C generuojanti matrica yra

k—1

go 91 - ok O o - 0
G=| oo
O O O P go gl . e gn_k
n_1
h(x)= ’ o) = ho + hyz + - - - + hyx®, tada kodo kontroliné matrica
g(z
0 0 - 0 hy hpy - ho
- 0 0 0 hg hip ho 0
hi, hg—1 -+ hy O 0 0

o O— ziedo F,[z]/(z™ —1) idealas, todél C = (g(z)) ir vadinamas cik-
liniu kodu.. Polinomas ¢ (z) vadinamas generuojanciu kodo C' polinomu. Tegu
a1, ..., 0y generuojancio kodo polinomo Saknys. Tada kodo kontroliné matrica

1 o o2 - ot

H =
2 n—1
1 Qn—f Q. " Qg

irf(z)eC & f(oy) =0suvisaisi=1,2,....,n—kir f € ker H.



5. BCH kodai.

Tegu

b > 0 sveikas skaicius;

o € Fym primytvioji n— ojo laipsnio Saknis i§ 1;

m— maziausias toks, kad ¢™ = 1 (modn) , t.y. ¢™ — 1in.
Mes turime, kad a € Fm = 7" ~! = 1 = elemento « eilé yra ¢™ — 1 daliklis.

BCH kodas su konstruktyviu atstumu d virs F, konstruojamas taip:
1. Imami o®, a®*1, ..., a’"42 ( viso d — 1 elementas).
2. Randami &y elementy minimalfis polinomai m® (z), ..., m(

3. g(z):= MBK (m® (z),...,m®+4=1 () .

b+d—1) (:U) )

Svarbis atskiri atvejai:

b =1 tai BCH siauraja prasme;

n = q"™ — 1 tai primityvusis BCH;

n = q — 1 tai Reed-Solomon’o kodas (RS kodas): tada a? ! =1ir a € F,.
BCH kodo kontroliné matrica yra:

1 CYb &217 . Og(n_l)b
o 1 ab+1 a2(b+1) e a(n_l)(b""l)
1 ab-‘rd—? a2(b+d—2) . a(n—l)(b-‘rd—?)

e Svarbu: dgcoy > d.



6. Primityvaus binarinio BCH kodo pavyzdys.(Hamming’o kodas)

g=2,m=4,b=1,n=15,d = 3.

Tegu a— primityvusis kiino Fh4 elemantas, kurio minimalus polinomas yra
m(z)=a*+z+ 1.

Kodo kontroliné matrica

Si matrica gaunama isreiskus o' elemantais 1, o, a?, o®. Tai Hamming’o (15, 11)
kodas d = 3, nes m (a?) = 0. Sis kodas istaiso 1 klaida.
Tam kad dekoduoti v € F,)° reikia suskai¢iuoti v sindroma:

S(v)=Hol =v(a)=r(a),

clav(z) =m(x)a(r)+r(x)ir degr (z) < 3.

Pavyzdys.

1. Tegu v = 010110001011101 = = + 23 + 2* + 28 + 210 + 211 + 212 + 2™, Tada
r(x)=14xir

S (v) = HuT = (1100)" =1+ a.

2. Toliau ieskome klaidos vektoriaus e, w (¢) < 1, S (e) = S (v). Tam ieskome
tokio j,1 < j < 14, kad o = Hv" ir randame j = 4. Taigi klaida yra vektoriaus
v b— oje komponentéje ir todél dekoduojame:

w = 010100001011101.

7. Binarinio BC'H kodo pavyzdys su konstruktyviu d = 4, 5.

qg=2,n=15d=4,b=1.

Tegu « yra primityvaus polinomo m (r) = z*+x+41 saknis. Zinome, kad o? yra
irgi polinomo m (x) saknis. Elementas o yra polinomo n (r) = x*+ 23+ 2%+ 2 +1
gaknis. Taigi BC'H kodas siauraja prasme su d = 4 generuojamas polinomu:

g(z) =m(z)n(z).

Turime taip pat, kad a* yra polinomo m (x) $aknis, todél tai BC'H kodas su
konstruktyviu d = 5. Tai (15, 7) kodas su d = 5.



8. BCH dekodavimo algoritmas.

Tegu siunciamas zodis w yra uzkoduotas BC' H kodu su konstruktyviu atstumu
d > 2t + 1 ir atsirado ne daugiau ¢ klaidy. Tegu gautas zodis v.

Algoritmas.

1.(Sindomas) Ieskome v sindromo:

S (v) = Hv" = (S, Spi1, -, Shra2)’ -

Tegu

S]:Zc;yf,béjﬁbﬂLd—Q,

=1

¢ia ¢;— klaidos reiksmes, o vy, € Fym - lokatoriai. Tikslas - rasti (¢;,7;) .
2.(Klaidy skai¢iaus r radimas) leskome toki maksimaly r < t, kad sistema

Sj+q~+Sj+T71T1+"'+SjTT:0,bgjgb—i‘T—l

turéty neissigimusia matrica. ISsprendziame §ig sistema ir 7; iSreiksime per S;.
3.( Lokatoriy v, radimas). Spresdami lygti:

s(z) = H 1 —,x) ZTZ

randame lokatorius ;. Sprendziame skai¢iuodami polinomo s (x) elemento «
laipsniuose.

4. ( Klaidy reiksmiy radimas). Spresdami sistema i§ 1 punkto randame ¢;.

Tada klaidos vektorius e (z) = > ¢;z%, kur v, = a%.

5. Dekodavimas: w =v —e .

Paaiskinimas. Turime S (v) = Hvl = (S, Spyi1, -, Sb+d,2)T irS; =v(ad) =

e(a?) ir e(z) = Zcim‘“. Pazymékime v, = a* € Fim (klaidos lokatoriai). Tada
i=1

S;=e(ad) Zcml



9. BCH dekodavimo pavyzdys.

0 ( Kodo aprasymas).

Duotas binarinis BC'H su konstruktyviu d = 5 ir istaisanciu 1 ir 2 klaidas.

Tegub=1,n=15,q = 2.

Tegu o € Fjg primityvusis elementas ir jo minimalus polinomas m; (z) =
ot 4+ 1.

Tegu m; (r) yra elemento o minimalusis polinomas. Tada

my=me=my =mg=1+x+ 2*
m3:m6:m12:m9:1+x+m2+x3+$4.

taigi, BCH kodo generuojantis polinomas yra
g(x) =my (x)ms(z) =1+ 2* + 2%+ 27 + 25,

Tai tiesinis (15, 7) kodas su kontroliniu polinomu

=14zt +25+27.
Kodo baze yar vektoriai atitinkantys polinomus

g,xg,2%g,2%g,x3g, 2% g, 2°g, 2%.

Kodo generuojanti matrica

100010111000O00O0O0O0
01 000101110O00O0O00¢O0
0010001011 1O00O000¢O0
G=100010001O0111000
000010O0OO0O1O0111O00
0000010O0O0O1TO0OI1T1TT10
00000O0O1O0O0OO0O1O0T1T171




1. Algoritmas.
Tegu gautasis po perdavimo zodis yra

v = 100100110000100
v(z)=1+2*+ 25+ 27 4+ 212

1* (v sindromo S (v) skaic¢iavimas).

S (v) = (81,5, 53,54), ¢ia S; = v (a') = w(a?) + e(a’) = e(a?)
Sl—e() (a)=1
S =e(a®)=v(a®) =1
Sy =e(a ) v(a®) =at
Si=e(a)=v(a!) =1

2°( klaidy skaiciaus r nustatymas, r < 2).
Maksimali sistema turi pavidala:

53+5271+51T2:0
S4+S3T1+SQ7'2:0

t.y. sistemos matrica Sy 51 = 11 ra neissigimusi
- S3 SQ o Oé4 1 Y g ’
Taigi » = 2 ir todeél yra istaisomos 2 klaidos.

Sistemos sprendinys yra 71 = 1 ; 79 = « ir todél klaidy lokatoriy polinomas
yra

s(z) =1+ x + azx?
3* Polinomo s (z) $aknimis yra a® = ;' ir a® = 75, *. Todél v, = a7 ir v, = a”.
Taigi gavome, kad klaidos yra 8 ir 10 pozicijose.
Sprendziame sistema

{ S1 = c17; + 2y

Sy = 17} + 273
1 =ca” + ca’

{ 1 =ca* + a0t
C1 = 1702 =1.
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4* Klaidos vektorius e (z) = c;2% + cox® = 27 + 2%, nes v, = a7 ir v, = o”.
) 1 2

Istaisome klaida:
w(z)=v(r)—e(x)=1+2%+ 2%+ 2% + 2'% = 100100100100100
5°* Pradiné informacija:

w ()

=14+ 2%+ 2* = 1001100
g(x)

10. Papildymas.

F, Indeksy lentele
(a*+a+1=0ira®® =1)

1 « o 0010
2 o a? 0100
3 o a? 1000
4 o a+1 0011
5 o o+« 0110
6 af a4+ a? 1100
7 o ad+a+1 1011
8 of a?+1 0101
9 o ad +a 1010
10 o  a*+a+1 0111
11 ot a4+ a’+a 1110
12 a2 & +a?+a+1 1111
13 a®  a?4+a%2+1 1101
14 o' ad 41 1001
15 o' 1 0001



